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摘 要：面对现实中日益复杂的多目标优化问题，需要发展新型多目标优化算法应对挑战。提出一种基于领

导者引导与支配解动态缩减进化的多目标矮猫鼬优化算法（MODMO）。领导者引导机制通过引入动态权衡因

子以调控侦察猫鼬探寻土丘的搜索半径，同时以非劣解集构建外部存档并根据非支配排序层级确定出领导

者，进而引导侦察猫鼬向多目标前沿面推进以改善算法的收敛性；支配解动态缩减进化策略是为克服非劣解

外部存档维护过程中的解冗余问题而构建，其以支配关系和拥挤距离动态筛选支配解并存入外部存档，以支

配解信息融入种群进化实现多目标潜在前沿的挖掘并增强算法的多样性。在 ZDT、DTLZ 与 WFG 基准函数

上，与 5种代表性比较算法的实验结果表明 MODMO 算法在收敛性与多样性上均具有显著优势。
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Abstract: In the face of the increasingly complex multi-objective optimization problems, it is necessary to develop

novel multi-objective optimization algorithms to meet the challenges. This paper proposes a multi-objective dwarf

mongoose optimization algorithm (MODMO) with leader guidance and dominated solution dynamic reduction evo-

lution mechanism. In the leader guidance mechanism, a dynamic trade-off factor is introduced to regulate the search

radius of the scout mongoose exploring the mound. At the same time, an external archive is constructed with a non-

inferior solution set and the leader is determined according to the non-dominated ranking level, and then the scout

mongoose is guided to advance to the multi- objective frontier to improve the convergence of the algorithm. The

dominant solution dynamic reduction evolution strategy is constructed to overcome the redundancy problem in the

process of maintaining the external archive of non-inferior solutions. It dynamically selects the dominant solu-

tions based on the dominance relationship and crowding distance and stores them in the external archive. The domi-

nant solution information is integrated into the population evolution to realize the mining of multi-objective poten-

tial frontier and enhance the diversity of the algorithm. Compared with five representative algorithms on ZDT,
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随着科学研究和工程实践的深入发展，多目标优

化问题（multi-objective optimization problems，MOPs）

已成为工程领域中的重难点问题之一。MOPs 通常

需要多个目标同时优化，各目标间彼此冲突且相互

矛盾。因此，在 MOPs 中，一个目标性能的改善可能

引起某些目标性能的降低，一般无法获取单个的全

局最优解，其最终解决方案为一组无法比较大小且

相互权衡的折中解，即 Pareto最优解集[1]，由目标值构

成的集合称为 Pareto前沿。

进化算法 [2]通过模拟群体进化的随机优化过程

和设定的程序更新种群，其求解问题的数学性质无

需严格要求。因此，进化算法被广泛应用于求解

MOPs，并取得显著成果，出现大量性能优异的多目标

进化算法，如 NSGA-II[3]、MOPSO[4]、SPEA2[5]、MOEA\D[6]

等。以上算法在外部存档维护上提出拥挤距离、自

适应网格等策略以改善 MOP 最优解集的分布性能，

通过引入精英粒子等机制提高解集的收敛性能。随

后，韩红桂等利用全局最优解选择机制与飞行参数

调整机制提出一种基于多样性信息和收敛度的多目

标粒子群优化算法[7]，以增强粒子的全局探索能力和

局部开发能力。黄辉先等为改善非支配解集的收敛

性，利用个体的进化信息引导种群进化而提出进化

信息引导的烟花差分混合多目标算法 [8]。沈艳霞等

根据种群自身进化知识提出基于进化知识融合的多

目标人工蜂群算法[9]，以提高解集分布性能。

为进一步增强多目标进化算法的性能，许多学

者将目光聚焦至具有操作简单、对优化问题性质依

赖低、梯度信息不敏感、求解性能突出等特点且成功

用于机器人路径规划 [10]、三电平并网逆变器 [11]等实际

场景中的群体智能优化算法，以其求解 MOPs。代表

性的群体智能优化算法有：基于群体遗传机理的遗

传算法 [12]，全局搜索性能强，但需要控制的参数多且

局部搜索能力较弱；基于鸟群捕食行为的粒子群算

法 [13]搜索速度快，但存在迭代后期寻优能力弱、易陷

入局部最优、收敛过早的问题；模拟蚂蚁觅食的蚁群

算法 [14]鲁棒性强，但存在收敛速度较慢、种群多样性

不足的问题。对于一些新型的群体智能优化算法，

如樽海鞘群算法 [15]存在稳定性差、收敛速度缓慢问

题；正弦余弦算法 [16]存在全局搜索能力弱、收敛质量

低问题。因各群体智能优化算法的性能存在不同劣

势，量子计算[17]独有的叠加、纠缠以及干涉等特性，其

与群体智能优化算法相结合，对提高群体智能优化

算法的性能产生了显著影响。如今，基于群体智能

优化算法的多目标版本不断涌现，如多目标海洋捕

食者算法（multi-objective marine predator algorithm，

MOMPA）[18]、多目标水母搜索算法（multi- objective

jellyfish search，MOJS）[19]、多 目 标 灰 狼 优 化 算 法

（multi-objective grey wolf optimizer，MOGWO）[20]、多

目标斑点鬣狗优化算法（multi-objective spotted hyena

optimizer，MOSHO）[21]等。由 No Free Lunch[22]定理可

知：任何算法不能解决所有类型的 MOPs，故仍需设

计新的多目标进化算法或增强现有算法的性能。群

体智能优化算法在多目标领域的成功应用拓宽了求

解MOPs的思路，已成为多目标领域研究热点之一。

矮猫鼬优化算法（dwarf mongoose optimization

algorithm，DMO）[23]是模拟猫鼬的觅食与探索睡眠土

丘行为而提出的一种群体智能优化算法。该算法的

每个猫鼬代表一个问题的解，猫鼬包括阿尔法、保姆

和侦察猫鼬群体，其通过三个社会群体相互配合以

寻觅食物，实现位置移动，从而求得待优化问题的最

优解。DMO具有结构简单、参数较少、平衡勘探与探

索能力强的特点，被广泛应用于高维特征选择 [24]、数

据聚类[25]等领域的求解优化；并相对于传统的遗传算

法、粒子群算法、蚁群算法，新型的樽海鞘群算法、正

弦余弦算法等，在求解单模态、多模态的测试函数

中，矮猫鼬优化算法均表现优异，其求解单目标优化

问题上可寻得优异解。目前，DMO 算法的研究大多

集中于单目标优化，但在多目标方面的研究或应用

却较少，将DMO用于求解MOPs即拓宽DMO的应用

领域，也为解决MOPs提供新思路。

鉴于此，本文将 DMO 拓展出一种基于领导者引

导与支配解动态缩减进化的多目标矮猫鼬优化算法

（multi- objective dwarf mongoose optimization algo-

rithm，MODMO）以求解 MOPs，并探讨其有效性与优

DTLZ and WFG benchmark functions, experimental results show that MODMO algorithm has significant advantages

in convergence and diversity.

Key words: multi-objective optimization; dwarf mongoose optimization algorithm; leader guidance mechanism; ex-

ternal archive; dominated solution dynamic reduction evolution strategy
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越性。首先，通过对 DMO 中侦察猫鼬阶段的分析，

发现其侦察猫鼬对土丘开发不足，故根据侦察猫鼬

寻找土丘栖息地的程度调节搜索范围，并通过外部

存档的领导个体引导种群进化，提出一种领导者引

导机制；其次，在外部存档的维护上，将丢弃的支配

解个体置于外部存档中，使其参与种群进化，且外部

存档中支配解个体数目随迭代次数动态缩减，进而

提出基于支配解动态缩减进化策略以增强算法的多

样性；最后，在 ZDT、DTLZ 与 WFG 系列基准测试函

数上与 MOPSO、SPEA2、MOJS、MOAGDE、MOEA/D

算法比较，表明 MODMO 求解 MOPs 具有有效性和

优越性。

1 基本知识

1.1 多目标优化问题
为不失一般性，一个具有 D维决策向量、M 个目

标函数的多目标优化问题，以最小化问题为例，其数

学描述[21]可定义为：

ì

í

î

ï
ï

ï
ï

min F(x) = [ f1(x), f2(x),⋯, fM (x)]T
s.t. gi(x) ≤ 0, i = 1,2,⋯,q     
  hj(x) = 0, j = 1,2,⋯,p    
  x =[x1,x2,⋯,xD], x ∈ X⊂Rn

（1）

其中，x 是决策空间 X 的 D 维决策向量，gi(x) 与
hj(x)分别为第 i 个不等式约束和第 j 个等式约束，

fM (x) 为第 M 个目标函数，F(x) 是由目标函数 fi(x)
( i ∈ 1,2,…,M )组成的目标向量。

1.2 矮猫鼬优化算法
DMO算法是通过模拟矮猫鼬的觅食与寻找用于

睡眠的土丘栖息地行为而提出的群体智能算法。在

整个觅食过程中，矮猫鼬划分成 alpha群体、保姆群体

和侦察猫鼬群体。alpha群体寻找食物并提供觅食方

向，当接收到保姆群体信号时，猫鼬结束觅食，转而

由侦察猫鼬群体外出搜寻土丘栖息地，三类群体相

互共享信息，促进种群进化。

DMO 算法从初始化矮猫鼬 ( xi, i = 1,2,…,n )的

候选种群开始，即：

xi, j = unifrnd(Lb,Ub,Dim) （2）

其中，xi 为个体，n是种群规模，unifrnd 是一个均匀

分布的随机数，Lb与 Ub为问题的上下边界，Dim 代

表决策变量的维度，xi, j 表示第 i 个体的第 j 维度。

初始化完成后，计算每个猫鼬的种群适应度概率值，

以此选择 alpha群体 (α)，其公式为：

α = fiti

∑
i = 1

n

fiti

（3）

其中，fit表示每个个体的适应度值。矮猫鼬中 alpha

群体的数量为 n - bs，bs代表保姆的数量，alpha群体

的鸣叫使得整个家族保持在一条道路上，这种鸣叫

用 B来定义。为产生一个候选位置，用式（4）表示：

X i + 1 = X i + chi B （4）

其中，chi 为[-1,1]的均匀随机向量，在每次迭代后，

将猫鼬用于睡眠的土丘定义为：

ami = fiti + 1 - fitimax{|fiti + 1, fiti|} （5）

则土丘的平均值如下：

φ =
∑
i = 1

n

ami

n （6）

当 alpha群体探寻到充足的食物且收到保姆群体

信号时，侦察猫鼬群体开始寻找土丘栖息地，若找到

足够远的地方，则会发现新的土丘，如下式模拟侦察

猫鼬行为：

X i + 1 = {X i - CF chi a [X i -M], φi + 1 > φi
X i + CF chi a [X i -M], φi + 1 ≤ φi （7）

其中，a ∈ [0,1]，CF = æ
è

ö
ø

1 - iter
Maxiter

æ
è

ö
ø

2 iter
Maxiter

为控制参数，

M =∑
i = 1

n X i × ami

X i
决定猫鼬移动方向。

2 MODMO 算法

2.1 领导者引导机制
在 DMO 中，猫鼬寻觅到食物后，侦察猫鼬外出

寻找可栖息的土丘，该阶段应着重增强算法的局部

探索能力。故侦察猫鼬应尽可能在较小范围内寻得

土丘以防止天敌攻击。然而，式（7）模拟该行为时，

猫鼬未完全朝土丘方向执行局部搜索，其搜寻范围

过于扩展到未知区域，使得算法局部搜索性能较弱；

特别到进化后期，随着猫鼬探索空间范围的增大，则

侦察猫鼬搜寻到土丘的概率将不断缩小。虽然该阶

段在一定程度能增强算法的开发性能，但 DMO 在处

理 MOPs 时难以有效改善其开发性能且收敛性并不

理想。因此，该阶段引入领导者引导机制，使猫鼬具

有更大概率朝土丘方向进化，以满足 MOPs 的求解。

考虑到非劣解距离 Pareto 前沿更近，且侦察猫鼬 X i

独自搜寻土丘难度较大，难以保证算法的寻优性能，

故需领导者 X leader 引导侦察猫鼬移动，侦察猫鼬的位
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置更新由式（7）转换为式（8）。

X i + 1(t) = X i(t) - C X leader (t) r (X i(t) - L) （8）

其中，X leader (t)为第 t次迭代中非支配个体，r 为(0,1)

间的随机数。式（8）中侦察猫鼬 X i 在领导者 X leader 的
引导下更新位置，使其增强算法的局部开发能力。

采用外部存档中等级较高且拥挤距离较大个体作为

领导者 X leader ，其原因在于：（1）侦察猫鼬接受领导者

的引导可促进猫鼬找到土丘躲避天敌以更好地发

展，使种群尽快逼近 Pareto前沿，提高算法的收敛性；

（2）选取等级较高且拥挤距离较大的领导者引导侦

察猫鼬移动，可使侦察猫鼬在土丘附近探索，有利于

种群向多个局部区域聚集，增强算法的多样性。在

侦察猫鼬阶段，式（7）中 CF 无法保障猫鼬在进化后

期能较快寻找到土丘。因此，领导者引导机制采用

式（9）的动态权衡因子 C ，使其种群在进化初期以较

大搜索半径向真实 Pareto 前沿逼近，加快收敛速度。

进化后期用较小搜索半径提高局部探索能力，并简化

其 CF 运算。该阶段重新定义 CF 为 C，其公式如下：

C = 1
it + 1 （9）

其中，it为当前迭代次数，rand(1,D)为随机生成的 D

维向量。式（7）中，M 利用适应度值代表侦察猫鼬寻

找土丘的前进方向，但在多目标算法中，非劣解均互

不支配。由于适应度值不能评估个体优劣，侦察猫

鼬无法利用 M 中的适应度值决定朝土丘移动的方

向，故将由式（10）决定，使其猫鼬尽快搜寻土丘以躲

避天敌攻击，从而增强算法的局部搜索能力。

L = C2 rand(1,D) （10）

如图 1所示，侦察猫鼬群体在各自范围内接收到

领导者信息，在领导者的引导下朝潜在空间探索，以

保证MODMO算法的收敛性。

鉴于自适应参数对调控算法的收敛速度起着重

要作用，MODMO 提出动态权衡因子 C ，以调整算法

在全局搜索阶段与局部开发阶段的收敛速度。在迭

代初期，侦察猫鼬外出搜寻土丘，需较大步长，此时 C
较大。由于猫鼬在下次觅食的同时寻找土丘栖息

地，猫鼬逐渐在觅食源区域展开搜索，此时算法在迭

代中后期应着重局部开发。由此可知，动态权衡因

子间接控制着算法的收敛速度。式（9）对应的曲线

呈下凹型，如图 2所示。动态权衡因子 C 前期衰减变

化率大，即猫鼬探寻土丘的距离收缩幅度变大，加快

向土丘聚拢步伐，提高了算法收敛速度；中后期衰减

平稳，变化幅度变小，保障了猫鼬有充足时间在土丘

附近精准搜索。

2.2 支配解动态缩减进化策略
传统外部存档维护策略通常直接或间接地基于

支配关系和拥挤距离选择非劣解个体进入外部存

档。算法随着进化次数的增加，使之剧增的支配解

被遗弃，而支配解自身携带解信息，故其支配解未必

无用。若支配解个体参与种群进化，其可能向非劣

解未发觉的可行域空间搜索，在一定程度利于外部

存档维护。

每次进化个体与外部存档个体进行非支配排

序，动态选取等级较高的个体进入外部存档。算法

初期，种群对可行域空间的搜索范围有限。若非劣

解个体全部参与种群进化，获得的解将过度聚拢，出

现早熟现象，诱使种群陷入局部最优，难以对多目标

图 1 领导者引导机制示意

Fig.1 Diagram of leader guidance mechanism

图 2 动态权衡因子曲线变化

Fig.2 Curve change of dynamic tradeoff factor
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潜在前沿探索，不利于算法的分布性与多样性。虽

然支配解个体在传统意义上有损外部存档维护，但

其支配解信息可能存在于非劣解未发觉的多目标潜

在前沿方向，具有一定价值。鉴于支配解被舍弃而

失去作用，若对其开发将利于维护外部存档解的多

样性。图 3 反映非劣解与支配解个体向多目标前沿

进化的趋势。当非劣解个体朝着局部多目标前沿搜

索时，种群在进化中过于聚集，可能出现解的多样性

弱。然而支配解个体对多目标潜在前沿具有进化优

势，若将其加入外部存档则极大改善解个体在 Pareto

前沿上的均匀性，提高算法的多样性能。

鉴于以上分析，为弥补非劣解无法对潜在前沿

探索这一缺陷，而支配解可向多目标潜在前沿进化，

提出一种基于支配解动态缩减进化策略。该策略根

据进化次数在外部存档中引入不同数目的支配解，

由于算法初期种群个体对多目标潜在前沿搜索能力

较弱，应增强其支配解作用，而到算法后期为实现解

个体快速收敛到 Pareto 前沿，故减弱支配解个体活

力。图 4示意支配解动态缩减进化策略，图 4（a）为算

法初期时，非劣解个体 a、b、c、d 对周围个体过于

拥挤，且未出现解个体朝多目标潜在前沿挖掘。因

此，将解个体 a、b、c、d从外部存档内剔除，并加入

同等数目的支配解个体 e、f、g、h ，以其融入种群

进化，从而增强算法的均匀分布。图 4（b）为算法后

期阶段，非劣解个体在全局空间内出现均匀分布，故

外部存档内的支配解数目应减少。

针对进化阶段引入支配解数目由式（11）所示：

numit = éêê
ù
ú
ún × NP × æ

è
ö
ø

1 - it
Maxiter （11）

其中，it为当前迭代次数，Maxiter 为最大迭代次数，

éù∙ 为向上取整，n 为 (0,1)之间的参数，文中设定

n = 0.3，numit 为外部存档加入支配解个体数目以及

剔除非劣解个体数目。对外部存档中解个体按拥挤

度距离用式（11）剔除，随后将层级较高且拥挤距离较

大的支配解个体加入外部存档，共同对种群进化。

numit 根据进化次数 it线性递减，使支配解在外部存

档中处于运动状态，是为确保解个体尽可能地维护

外部存档解的多样性。该策略有效利用支配解信息

图 3 支配解个体与非劣解个体进化区域

Fig.3 Evolution regions of dominant

solutions and non-dominant solutions

图 4 进化初期与后期支配解的引入示意

Fig.4 Imported illustration of dominant solutions at beginning and ending of evolution
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以加强多目标前沿面的全局勘探，提高算法的分布

性能，同时剔除拥挤的非劣解使其对外部存档维护，

可保证算法的多样性。

2.3 种群多样性分析
由图 5 可知，当猫鼬个体结束寻觅食物阶段后，

转而开始搜寻土丘栖息地。引入的领导者引导机制

能使猫鼬个体在领导者引导下朝不同土丘方向前

进，且不同方向有助于猫鼬在搜索空间移动，从而提

高猫鼬种群的多样性与收敛性；支配解动态缩减进

化策略下非劣解 x6 ″过于拥挤，对附近土丘的开发作

用不大，而支配解 x4 ″更有利于发掘土丘的潜力，因

此剔除部分拥挤过大的非劣解与加入支配解的操作

能挖掘优异非劣解，又可发挥对搜索空间的探索，从

而有助于提高种群多样性。

2.4 计算复杂度
本节给出MODMO算法的计算复杂度。

2.4.1 时间复杂度

（1）初始化阶段的时间复杂度为 O(M × n)，M 为

目标数目，n为种群规模。

（2）猫鼬寻觅食物需要 O(Maxiter ×M ×(n - bs))时
间，Maxiter为最大迭代次数，bs为保姆数量。

（3）领导者引导猫鼬探寻土丘需要 O(Maxiter ×
M × n × 1)，领导者的选取来自外部存档，故选取领导

者的计算次数为 O(1)。
（4）更新外部存档 O(Maxiter ×M ×(n + num)) 时

间，num为支配解数目。

综上所述，MODMO 算法的总时间复杂度为

O(Maxiter ×M ×(3n + num - bs))。
2.4.2 空间复杂度

（1）初始化的最大空间复杂度为 O(M × n)。

（2）猫鼬寻觅食物的最大空间复杂度为 O(M ×
(n - bs))。

（3）领导者引导猫鼬探寻土丘的最大空间复杂

度为 O(M × n)。
（4）更新外部存档的最大空间为 O(M × 2n)。
综 上 所 述 ，MODMO 算 法 的 空 间 复 杂 度 为

max{ }O(M × n),O(M ×(n - bs)),O(M × 2n) 。

由上述可知，领导者引导机制与支配解动态缩

减进化策略的提出在时间复杂度上对算法影响小，

支配解动态缩减进化策略因对支配解的存储在空间

复杂度上略有提升但仍可接受。因此，计算复杂度

对MODMO算法的性能影响较小。

2.5 MODMO 算法流程
根据 2.1、2.2 节的叙述，算法 1 给出 MODMO 的

流程。

算法 1 MODMO算法

输入：种群 pop 规模 N ，算法最大迭代次数 Maxiter ，

保姆数量 bs = 3，外部存档 Q 的规模 N′。
输出：算法终止末代外部存档 Q 。

1. 根据式（2）产生 N 个初始群体 P0 ，将初始群体按

照非支配排序存入外部存档 Q0 ，设置初始迭代次数 it = 1
2. If it ≤ Maxiter
3. 根据式（4）模拟矮猫鼬寻找食物行为

4. 在外部存档 Q it 内选取等级较高的个体作为领

导者 X leader 并利用式（8）产生 N 个体 X i, i = 1,2,…,N 以进行

位置更新

5. 将 X i 存入到 P it ，并按非支配排序执行 P it ⋃ Q it

构造非劣解集 NDS(it)
6. 从 NDS(it)解集选取前 N′解个体，并计算每个

解个体的拥挤度

7. 根据式（11）剔除拥挤度较高的非支配个体，其

余非支配个体加入 Q it 内，并在 NDS(it)解集 N′个之后的解

个体选取层级较高且拥挤度较小的支配解个体加入 Q it

8. End
9. 输出外部存档 Q it

2.6 MODMO 算法的收敛性分析
马尔科夫链是具有状态转移的随机过程且文

献 [26]给出两条判定准则，随机算法是否收敛。由

MODMO 的设计理念可知属于随机算法范畴，因此

将该标准与马尔科夫链分析MODMO的收敛性。

以最小化的优化问题 f,A , f 为目标函数，A

为可行域空间。随机算法 S 中 t次迭代的解 x t 转移

到 t + 1次迭代的新解为 x t + 1 = S(x t,δ)，δ 是算法在迭

图 5 融合两策略个体分布

Fig.5 Individual distribution of two strategies
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代过程中获得的解。

准则1 若 f (S(x,θ)) ≤ f (x), θ ∈ A，则 f (S(x,θ)) ≤ f (θ)。
准则 2 若 ∀a ∈ A, s.t. w(a) > 0则∏

t = 0

∞ (1 - vt(a)) = 0。

w(a)是集合 X 的Lebesgue测度，vt(a)为算法 S在 t次

迭代后集合 a的概率测度。

定义 1 设猫鼬个体位置构成的状态为 ψ，则可能

出现的所有状态构成的猫鼬状态空间为 ψ = {ψ|ψ ∈ A}。
猫鼬状态由全体猫鼬状态构成 φ =(ψ1, ψ2,⋯,ψi)，i =
1,2,⋯,Nφ ，ψi 为第 i个猫鼬状态，Nφ 为猫鼬种群规

模。因此猫鼬群状态空间为：

ξ ={φ =(ψ1,ψ2,⋯,ψi)|ψi ∈ A} （12）

定理 1 MODMO 算法中，猫鼬个体状态 ψi 一步

转移到另一状态 ψj 的转移概率为：

P(Tξ(ψi) = ψj) = Ph(xi→ xj)∙pbest(yi→ yj) （13）

猫鼬个体最优状态会被保留或被更佳的状态替

换，即：

pbest(yi→ yj) = ìí
î

1, f (yi) ≤ f (yj)0, f (yi) > f (yj) （14）

将猫鼬群体看作超空间一组点集，则猫鼬觅食

与探寻土丘的更新过程是超空间点集之间的交换，

可得 alpha 猫鼬由状态 xi 一步转移到状态 xj 的转移

概率为：

Pe(xi→ xj) =
ì
í
î

ï

ï

1
|Xi + chi B|

,xj ∈ [Xi,Xi + chi B]
0, xj ∉ [Xi,Xi + chi B]

（15）

侦察猫鼬由状态 xi 一步转移到状态 xj 的转移概

率是：

Ps(xi→ xj) =
ì
í
î

ï

ï

1
||Xi - C X leader r(Xi) - L ,xj ∈ [Xi,Xi - C X leader r(Xi) - L]0,xj ∉ [Xi,Xi - C X leader r(Xi) - L]

定理 2 MODMO 中最优猫鼬群状态集合 G =
{φ* = (ψ1,ψ2,⋯,ψn)|f (A) = f (g*),φ ∈ ξ}是闭集，f (g*)是优

化问题 f,A 的最优解。

证明 设 ∀ψi ∈ G，∀ψj ∈ G，对任意步长 L，L ≥ 1，
由Chapman-Kolmogorov方程得：

PL
φi,φj
= ∑
φs1 ∈ φ
∑
φsr - 1 ∈ φ

⋯∑
φs1 - 1 ∈ φ

P(Tφ(φi) = φs1) ·
P(Tφ(φs1) = φs2)⋯P(Tφ(φsL - 1) = φj) （16）

其中，r ∈ [1,L]，PL
ψi,ψj

为猫鼬状态 ψi 经过 L 步转移到

状态 ψj 的概率，因此猫鼬群的转移概率为：

P(Tφ(φsr - 1) = φsr) =∏
k = 1

Nφ

P(Tφ(ψik) = ψjk) （17）

其中，φsr - 1 ∈ G ，φsr ∉ G 则 f (ψr) > f (ψr - 1) = f (g*) =
inf ( f (y))，y ∈ A ，则至少存在 P(Tφ(φsr - 1) = φsr) = 0使得

PL
φi,φj
= 0，因此 G 是 ξ 空间上的闭集。

定理 3 猫鼬群状态空间 ξ ，不存在非空闭集 U ，

使 G⋂ U =∅ 。

证明 使用反证法，假设猫鼬群状态空间 ξ 存在

闭集 U ，且 G⋂ U ≠ ∅ 。若 φi =(g*,g*,⋯,g*) ∈ G ，∀φj =
(ψj1,ψj2,⋯,ψjD) ∈ U 则 f (ψjr) > f (g*) ，经过一定迭代后

满足式（14）、式（15），即 Pφr(Tφ(ψi) = ψj) > 0，因而 L步长

到一定长度时，PL
φi,φj

中存在某一项使得 P(Tφ(φsr + i) =
φsr + i + 1) 满足式（13），即 P(Tφ(φsr + i) = φsr + i + 1) > 0 ，由式

（17）中 PL
φi,φj
= 0 得 U 不是闭集，与题矛盾，故状态空

间 ξ 不存在闭集 U 。

定理 4 假设马尔科夫链有非空集 I ，不存在非

空集 R，使得 I⋂ R =∅ 。若 j ∈ I 则 lim
k→∞P(ψk = j) = π j ，

若 j ∉ I 则 lim
k→∞P(ψk = j) = 0。

定理 5 当猫鼬群的迭代次数无穷大时，猫鼬群

状态序列必进入最优状态集 G 。

证明 由定理 2~定理 4可得，定理 5成立。

定理 6 MODMO算法收敛到全局最优解。

证明 猫鼬个体在迭代中将选择保留最优解集，

即满足准则 1、准则 2 条件，则当迭代次数无穷大时

lim
t→∞P({ψt}∈Eδ,D) = 1，{ψk}∞k 是猫鼬群体在迭代过程产

生的解序列，P({ψt}∈Eδ,D)为第 t次迭代搜索，解 ψt 在

Eδ,D 的概率测度。由准则 1、准则 2 和定理 5 可知，

MODMO 在无穷次迭代后，猫鼬群的解序列必进入

最优状态。因此，MODMO收敛到全局最优解。

3 实验结果分析与讨论

3.1 测试函数与性能指标
为充分验证 MODMO 的先进性与有效性，在双

目 标 ZDT[27]、DTLZ[28]、WFG[28] 系 列 函 数 与 三 目 标

WFG 系列函数上进行测试，选用 GD（generational

distance）[19]、SP（spacing performance）[20]、IGD（inverted

generational distance）[20]、HV（hypervolume）[19]指标分

别对算法的性能进行评估，并将 MOPSO（multi-

objective optimization particle swarm optimization）[4]、

SPEA2（improving the strength Pareto evolutionary al-
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gorithm）[5]、MOJS[19]、MOEA/D（multi-objective evolu-

tionary algorithm based on decomposition）[6]、MOAGDE

（multi-objective adaptive guided differential evolution）[29]

算法作为对比算法。所有算法在测试函数上进行 5

轮实验，每轮实验独立运行 30次，种群规模均设置为

100，最大迭代次数 200，外部存档最大规模 100，各算

法参数与原文献一致。仿真实验在 Intel®CoreTM i7-

6500U CPU@2.50 GHz 2.59 GHz 环境，Matlab R2017a

平台实现。

（1）GD 指标评估算法的收敛性能，其值越小说

明解的收敛性越好，其定义如下：

GD(p,p*) =
∑
y ∈ p
minx ∈ pdis(x,y)2

|p|
（18）

其中，p 为 Pareto 解集，p* 是 Pareto 前沿面上的参考

集，dis(x,y)2 表示解集 p中点 x 与参考集 p* 中点 y 的

欧式距离，|p| 表示解集 p大小。

（2）SP指标用于评估算法的分布性能，其值越小

则解的分布性能越好，可由如下定义：

SP = 1
z - 1∑i = 1

z (D_ - Di)2 （19）

其中，z 为获得的解个数，D
_
表示所有 Di 的平均值，

Di = mini, j { }∑
k = 1

m

|fk(x i) - fk(x j)| ， fk(xi) 与 fk(x j) 分别为第 k

个目标下的第 i个目标值与第 j个目标值。

（3）IGD 指标评估算法的收敛性与分布性，其值

越小则算法的收敛性与分布性越好，其定义如下：

IGD = 1N∑i = 1
N

di （20）

其中，N 为解的个数，di 为真实 Pareto前沿上点到获

得的解集的最小欧式距离。

（4）HV 指标是解集与参考点在目标空间覆盖的

超立方体积，其值越大则算法性能越好，其定义如下：

HV = ∪
x ∈ X
v(x,p) （21）

其中，X 为所获得解集，v(x,p)表示解 x 与参考点 p

在空间中形成的超体积。

3.2 结果分析
通过比较 6 个算法在不同系列函数上分别获得

的 IGD、GD、SP、HV 均值（Mean）和标准偏差（Std），

并利用显著性水平为 5%的 Wilcoxon检验判断，以展

示所提算法与对比算法的显著性差异。表中的“+”

“-”“=”分别表示 MODMO 的性能指标值优于、劣于

或等于对比算法。同时，采用粗体显示在同一测试

问题上获得的最优值。

由表 1 的收敛性 GD 指标所示，MODMO 算法在

双目标问题的 20 个测试函数中获得 16 个最优均

值。其中，在 ZDT系列测试函数上，MODMO算法均

占优，其 GD 均值远优于对比算法，具有跨数量级优

势。在 DTLZ 系列函数上，虽然 MODMO 算法并不

能完全排名第一，但与最佳的 GD均值差距不大且排

名 靠 前 ，表 明 MODMO 算 法 综 合 性 能 较 强 。 除

WFG6 函数以外，MODMO 算法在其他 WFG 系列函

数上，均取得最优的 GD 值，表明 MODMO 获得的解

集更佳，逼近真实 Pareto 前沿。值得注意的是，在

WFG6函数上，MODMO算法获得的GD均值（9.03E-
03）与最佳的 GD 均值（7.65E-03）处于相同数量级

（10-3），两者获得的 GD均值差异不大，表明 MODMO

算法在该问题上亦能表现突出。综上所述，本文算

法求解MOPs具有较好的收敛效果。

表 2 为 SP 指标均值与标准差统计结果，本文所

提算法在 20个测试问题上 12个占优，取得最佳的 SP

均值，所获得均值较小，表明 MODMO具有较强的分

布性能和覆盖范围。在DTLZ5问题上，虽然MODMO

排名第二，但其值略微劣于最优值。在WFG1~WFG4

函数上，MODMO 算法与最优的 MOJS 算法差距较

小，且 SP 均值明显小于其他算法，即 MODMO 的收

敛性与分布性同样出色。相对于 SPEA2、MOPSO、

MOAGDE、MOEA/D算法，所提算法在绝大部分测试

函数的 GD 与 SP 指标均值同时占优。结果表明

MODMO 算法所获解集整体质量较优，具有较强的

优化性能，表现出较好的收敛性和多样性。

为进一步验证本文算法的有效性，避免所提算

法在双目标问题上对同等比较算法取得优势的偶然

性，将在三目标问题（WFG系列函数）上，对MODMO

算法与其他 5种算法进行测试，所有算法分别取得的

IGD 与 HV 的均值和标准差统计结果如表 3、表 4 所

示。由表 3 的 IGD 指标结果所示，MODMO 算法在

WFG1、WFG2、WFG4~WFG8 测试函数上取得最佳

值，MOJS 算法在 WFG3 函数上获得最佳的 IGD 均

值。值得注意的是，在 WFG3函数上，MODMO 与取

得最优的 MOJS 算法差距较小，纵观其他算法，其排

名依然靠前，说明 MODMO 算法在 WFG3 上的收敛

性与分布性可获得较好的结果。总体而言，在 WFG

函数上，本文算法能获得一组逼近真实 Pareto前沿且

分布性较优的解集，说明算法具有较好的有效性与
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表 1 双目标各测试问题获得 GD 的均值和标准差

Table 1 Mean and standard deviation of GD obtained for each bi-objective problem

函数

ZDT1

ZDT2

ZDT3

ZDT4

ZDT6

DTLZ1

DTLZ2

DTLZ3

DTLZ4

DTLZ5

DTLZ6

DTLZ7

WFG1

WFG2

WFG3

WFG4

WFG5

WFG6

WFG7

WFG8

得分情况

指标

Mean

Std

Mean

Std

Mean

Std

Mean

Std

Mean

Std

Mean

Std

Mean

Std

Mean

Std

Mean

Std

Mean

Std

Mean

Std

Mean

Std

Mean

Std

Mean

Std

Mean

Std

Mean

Std

Mean

Std

Mean

Std

Mean

Std

Mean

Std

+/-/=

MODMO

6.34E-04

1.00E-04

3.75E-07

3.64E-07

8.51E-04

5.92E-05

1.08E-01

2.16E-01

2.61E-03

1.89E-03

2.98E+00

1.46E+00

5.48E-04

2.21E-05

1.18E+01

3.68E+00

9.73E-03

7.75E-03

5.55E-04

1.97E-05

4.93E-04

2.65E-05

1.96E-04

1.11E-04

2.59E-02

4.29E-03

1.79E-03

1.34E-03

5.25E-04

2.10E-05

8.37E-04

3.67E-04

2.73E-03

3.13E-05

9.03E-03

1.58E-03

6.97E-04

2.47E-05

7.12E-03

7.90E-04

SPEA2

3.46E-02

1.05E-02

2.63E-03

2.82E-03

4.18E-02

1.62E-02

7.62E-01

4.16E-01

3.81E-01

1.41E-01

4.02E+01

7.39E+00

4.30E-03

2.36E-03

2.42E+01

1.92E+01

3.55E-03

2.44E-03

3.69E-03

1.85E-03

2.90E-02

3.81E-02

8.63E-03

4.60E-03

3.30E-02

3.78E-03

3.25E-03

8.01E-04

3.46E-03

8.09E-04

1.62E-03

3.48E-04

3.28E-03

1.66E-04

2.41E-03

9.94E-04

2.32E-03

6.76E-04

7.22E-03

1.07E-03

18/2/0

MOPSO

3.71E-02

1.28E-02

2.44E-03

2.76E-03

4.29E-02

1.79E-02

7.59E-01

1.44E+00

4.02E-01

1.35E-01

3.93E+01

8.98E+00

9.17E-04

2.82E-04

1.01E+02

1.31E+01

1.41E-03

3.70E-03

9.61E-04

3.38E-04

6.45E-01

1.04E-01

3.19E-03

7.43E-03

4.49E-02

3.31E-03

2.35E-02

6.93E-03

3.59E-03

8.21E-04

5.42E-03

7.58E-04

5.00E-03

2.91E-03

7.64E+00

5.68E-02

1.92E-03

7.20E-04

9.78E-03

2.85E-03

19/1/0

MOJS

1.07E-02

9.28E-03

1.20E-02

1.73E-02

1.33E-02

8.52E-03

8.72E-01

7.09E-01

1.24E-01

7.84E-02

9.13E-01

8.28E-01

6.01E-04

3.78E-05

5.69E+00

2.03E+00

5.89E-04

5.90E-05

6.11E-04

3.56E-05

1.37E-03

4.85E-03

2.32E-03

4.31E-03

4.78E-02

3.75E-03

5.79E-03

1.21E-03

5.87E-03

8.33E-04

3.44E-03

3.58E-04

2.93E-03

1.07E-04

7.65E-03

2.31E-03

3.97E-03

6.44E-04

9.59E-03

8.41E-04

16/4/0

MOAGDE

5.25E-01

6.29E-02

1.04E+00

1.52E-01

2.71E-01

3.01E-02

2.80E+01

4.61E+00

2.18E+00

3.31E-01

6.15E+01

1.36E+01

4.91E-02

8.26E-03

1.46E+02

2.23E+01

8.34E-02

1.16E-02

4.87E-02

7.92E-03

1.15E+00

7.72E-02

9.70E-01

1.34E-01

6.25E-02

3.72E-03

2.85E-02

2.14E-03

1.75E-02

8.63E-04

8.37E-03

4.04E-04

2.43E-02

1.48E-03

2.29E-02

1.30E-03

1.37E-02

7.02E-04

2.03E-02

1.09E-03

20/0/0

MOEA/D

1.94E-01

5.34E-02

1.12E-01

4.74E-02

1.71E-01

3.94E-02

NAN

NAN

6.85E-01

4.87E-01

8.22E+00

2.00E+00

7.68E-03

3.02E-03

6.58E+01

1.07E+01

2.59E-02

1.39E-02

7.67E-03

2.85E-03

3.60E-01

1.36E-01

1.06E-01

4.70E-02

2.80E-01

4.94E-02

5.61E-02

1.29E-02

3.76E-02

7.41E-03

1.65E-02

2.48E-03

1.92E-02

5.47E-03

7.64E+00

5.68E-02

2.11E-02

5.02E-03

4.13E-02

6.10E-03

20/0/0
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表 2 双目标各测试问题获得 SP的均值和标准差

Table 2 Mean and standard deviation of SP obtained for each bi-objective problem

函数

ZDT1

ZDT2

ZDT3

ZDT4

ZDT6

DTLZ1

DTLZ2

DTLZ3

DTLZ4

DTLZ5

DTLZ6

DTLZ7

WFG1

WFG2

WFG3

WFG4

WFG5

WFG6

WFG7

WFG8

得分情况

指标

Mean

Std

Mean

Std

Mean

Std

Mean

Std

Mean

Std

Mean

Std

Mean

Std

Mean

Std

Mean

Std

Mean

Std

Mean

Std

Mean

Std

Mean

Std

Mean

Std

Mean

Std

Mean

Std

Mean

Std

Mean

Std

Mean

Std

Mean

Std

+/-/=

MODMO

2.03E-02

6.92E-03

1.20E-08

1.42E-08

4.46E-03

1.50E-03

4.86E-02

1.27E-01

7.95E-03

6.15E-03

9.93E-01

2.69E+00

1.80E-02

6.59E-03

6.51E+00

1.60E+01

6.20E-02

4.52E-02

1.68E-02

4.71E-03

1.18E-02

1.92E-03

3.60E-03

2.47E-03

8.40E-02

1.00E-01

1.40E-01

8.86E-02

4.37E-02

1.31E-02

5.32E-02

2.40E-02

3.71E-02

1.00E-02

5.41E-02

2.10E-02

6.27E-02

1.99E-02

6.09E-02

1.90E-02

SPEA2

6.71E-01

6.04E-02

9.88E-01

1.56E-01

7.43E-01

5.08E-02

1.23E+00

2.23E-01

7.12E-01

7.18E-02

6.89E-01

1.23E-01

1.40E+00

1.53E-01

1.24E+00

1.61E-01

1.36E+00

1.70E-01

1.37E+00

1.38E-01

1.14E+00

1.73E-01

1.21E+00

1.27E-01

1.29E+00

2.46E-01

1.26E+00

1.36E-01

1.32E+00

1.30E-01

1.24E+00

1.07E-01

1.15E+00

8.52E-02

1.33E+00

1.23E-01

1.23E+00

1.26E-01

1.15E+00

1.18E-01

18/2/0

MOPSO

6.68E-01

5.45E-02

9.84E-01

1.55E-01

7.32E-01

5.75E-02

1.05E+00

2.27E-01

7.16E-01

8.17E-02

6.86E-01

9.38E-02

7.91E-01

6.65E-02

6.50E-01

7.82E-02

1.02E+00

1.29E-01

7.86E-01

5.16E-02

7.59E-01

9.05E-02

9.31E-01

8.04E-02

1.26E+00

7.16E-02

8.21E-01

5.80E-02

7.15E-01

6.27E-02

7.99E-01

7.46E-02

7.51E-01

6.79E-02

7.45E-01

6.73E-02

7.80E-01

7.07E-02

7.55E-01

6.55E-02

18/2/0

MOJS

2.69E-02

9.31E-03

1.73E-02

1.08E-02

2.24E-02

1.50E-02

4.99E-02

4.11E-02

8.84E-02

1.15E-01

7.93E-02

8.95E-02

6.52E-02

9.52E-04

9.80E-01

6.15E-01

6.85E-02

1.08E-03

6.58E-03

8.05E-04

9.25E-02

4.00E-03

1.31E-02

7.53E-03

3.28E-01

1.22E-01

3.04E-02

1.32E-02

2.80E-02

4.42E-03

3.73E-02

1.48E-02

4.00E-02

2.44E-03

2.57E-02

8.24E-03

7.83E-02

1.62E-02

6.33E-02

2.24E-02

13/7/0

MOAGDE

1.21E-01

5.48E-02

1.65E-01

9.04E-02

1.23E-01

5.14E-02

8.22E+00

6.12E+00

1.78E-01

9.37E-02

2.99E+01

1.73E+01

6.27E-02

2.13E-02

8.51E+01

3.94E+01

1.18E-01

3.79E-02

6.18E-02

2.56E-02

1.99E-01

4.03E-02

3.53E-01

2.13E-01

1.55E-02

6.57E-03

1.72E-01

6.82E-02

5.34E-02

9.71E-03

5.39E-02

1.52E-02

7.91E-02

2.75E-02

8.99E-02

3.16E-02

6.78E-02

2.47E-02

6.42E-02

1.93E-02

19/1/0

MOEA/D

4.22E-02

2.31E-02

1.13E+00

3.30E-02

4.42E-02

1.86E-02

NAN

NAN

1.70E-01

1.95E-01

4.22E+00

1.94E+00

4.70E-02

1.74E-02

3.32E+01

2.51E+01

2.50E-01

2.17E-01

4.72E-02

1.63E-02

2.76E-01

1.54E-01

1.28E+00

7.47E-02

7.45E-01

2.31E-01

2.35E-01

1.17E-01

7.99E-02

2.91E-02

1.15E-01

3.65E-02

5.50E-02

1.67E-02

1.10E-01

3.33E-02

7.06E-02

2.72E-02

8.15E-02

2.34E-02

20/0/0
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优越性。

表 4 为 MODMO 算法与其他对比算法在三目标

WFG 系列函数的 HV 指标统计结果。除 WFG3 函数

外，MODMO 算法在其余测试函数上取得最佳的 HV

均值，MOJS 在 WFG3 上取得最优值，表明 MODMO

算法在 WFG系列测试函数上的 HV性能指标总体显

著优于其他 5个对比算法。对于WFG1函数，除MOJS

与 MOEA/D 以外，其余算法的 HV 值均远远劣于

MODMO 算法，仅 MOJS 与 MOEA/D 处于同一数量

级（10-1），而本文所提算法取得最优值。在 WFG3函

数上，虽然MODMO算法未排名第一，但在所有算法中

排名依然靠前。综上所述，MODMO算法在三目标问

题上具有较为优秀的表现，说明该算法获得的解集

在真实 Pareto前沿上表现出较好的分布性与收敛性。

为验证 MODMO 算法与其他 5 种算法是否具有

显著性差异，采用 Wilcoxon 秩和检验分别对双目标

问题 ZDT、DTLZ、WFG 系列测试函数的 GD 指标与

三目标问题的 WFG 系列测试函数的 IGD 指标进行

表 3 三目标上各算法获得 IGD 的均值和标准差

Table 3 Mean and standard deviation of IGD obtained by each algorithm on tri-objective problems

问题

WFG1

WFG2

WFG3

WFG4

WFG5

WFG6

WFG7

WFG8

得分情况

指标

Mean

Std

Mean

Std

Mean

Std

Mean

Std

Mean

Std

Mean

Std

Mean

Std

Mean

Std

+/-/=

MODMO

6.31E-01

2.24E-02

9.67E-02

1.11E-02

4.36E-01

5.62E-02

1.15E-01

1.02E-02

1.02E-01

8.16E-03

1.53E-01

1.42E-02

1.16E-01

1.18E-02

1.64E-01

1.17E-02

SPEA2

7.02E-01

5.25E-02

1.78E-01

2.58E-02

5.11E-01

1.01E-01

1.39E-01

1.56E-02

1.51E-01

1.58E-02

2.10E-01

2.45E-02

1.73E-01

2.13E-02

2.29E-01

2.12E-02

8/0/0

MOPSO

7.98E-01

5.33E-02

1.75E-01

2.68E-02

5.11E-01

7.42E-02

1.90E-01

2.38E-02

2.92E-01

4.44E-02

3.78E-01

2.64E-02

1.94E-01

1.19E-02

4.07E-01

2.86E-02

8/0/0

MOJS

6.77E-01

1.99E-02

1.37E-01

1.16E-02

2.02E-01

1.56E-02

1.20E-01

4.68E-03

1.21E-01

1.20E-02

1.72E-01

1.97E-02

1.46E-01

7.18E-03

2.04E-01

8.46E-03

7/1/0

MOAGDE

9.69E-01

2.54E-02

1.48E-01

6.21E-03

2.33E-01

1.78E-02

1.64E-01

8.75E-03

2.53E-01

9.68E-03

2.37E-01

1.14E-02

1.81E-01

8.96E-03

2.46E-01

1.07E-02

7/1/0

MOEA/D

1.87E+00

1.09E-01

4.69E-01

2.78E-02

7.54E-01

2.43E-01

7.23E-01

1.32E-01

6.08E-01

7.59E-02

7.69E-01

7.52E-02

1.37E+00

2.04E-01

8.89E-01

7.68E-02

8/0/0

表 4 三目标上各算法获得 HV 的均值和标准差

Table 4 Mean and standard deviation of HV obtained by each algorithm on tri-objective problems

问题

WFG1

WFG2

WFG3

WFG4

WFG5

WFG6

WFG7

WFG8

得分情况

指标

Mean

Std

Mean

Std

Mean

Std

Mean

Std

Mean

Std

Mean

Std

Mean

Std

Mean

Std

+/-/=

MODMO

1.65E-01

2.34E-02

8.43E-01

1.85E-02

7.56E-02

2.10E-02

4.39E-01

9.64E-03

4.43E-01

9.58E-03

3.64E-01

2.26E-02

4.46E-01

1.08E-02

3.63E-01

9.00E-03

SPEA2

9.11E-02

5.49E-02

7.09E-01

3.52E-02

6.31E-02

3.53E-02

4.00E-01

1.40E-02

3.68E-01

1.36E-02

3.16E-01

2.64E-02

3.61E-01

1.96E-02

2.97E-01

1.48E-02

8/0/0

MOPSO

1.15E-02

1.88E-02

7.28E-01

3.95E-02

6.98E-02

2.69E-02

3.75E-01

1.79E-02

2.52E-01

3.02E-02

2.31E-01

1.25E-02

3.13E-01

6.68E-03

1.91E-01

1.68E-02

8/0/0

MOJS

1.25E-01

2.35E-02

7.39E-01

1.86E-02

2.32E-01

1.38E-02

3.98E-01

1.02E-02

3.93E-01

2.22E-02

3.05E-01

3.26E-02

3.45E-01

1.27E-02

2.66E-01

1.23E-02

7/1/0

MOAGDE

8.00E-04

3.90E-03

7.13E-01

9.11E-03

1.94E-01

1.11E-02

3.40E-01

7.39E-03

2.21E-01

8.59E-03

2.37E-01

1.01E-02

2.97E-01

8.03E-03

2.41E-01

8.35E-03

7/1/0

MOEA/D

1.50E-01

5.35E-02

7.14E-01

2.14E-02

9.57E-02

3.72E-02

3.39E-01

2.69E-02

3.24E-01

1.86E-02

2.50E-01

1.75E-02

2.17E-01

1.92E-02

2.36E-01

1.51E-02

7/1/0
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秩和检验。设定置信度为 0.05，在原假设下，6 种算

法所得的 GD 与 IGD 秩和检验统计结果如表 5和表 6

所示。表中检验数值小于 0.05，则说明 MODMO 算

法与对应算法在同一测试函数上具有显著性差异。

由表 5 所示，MODMO 算法均与 MOJS、MOAGDE、

MOEA/D算法在对应函数上检验数值小于 0.05，且数

量级较小，因而 MODMO 算法的收敛性能具有显著

的差异性。在 DTLZ1 函数上，MODMO 与 SPEA2 算

法取得显著性差异。在 WFG7 函数上，MODMO 算

法与MOPSO算法差异性较小，但在其余 19个测试函

数上，均具有显著性差异。综上所述，MODMO 算法

在 GD上具有明显的优越性，表明该算法能够获得较

好的 Pareto最优解，在收敛性方面明显优于其他 5种

对比算法的解集。

表 6为 IGD指标检验统计结果。对于 WFG函数

上所有的测试结果，MODMO 的收敛性与分布性均

具有显著的优越性，表明 MODMO 在 IGD 上取得明

显的优异性能，即该算法能够在收敛性与分布性方

面明显优于其他 5种对比算法的非劣解集。

实验结果表明，MODMO 算法能够在求解多目

标基准测试函数上提供良好的结果。GD、IGD 与 SP

的统计结果表明 MODMO的收敛能力与分布能力突

出。MODMO 优异的收敛性能与分布性能主要是算

法中引入了领导者引导机制，其个体随迭代次数增

加，搜索半径逐渐缩小且位置的更新由更逼近真实

Pareto 前沿的领导者引导，使其加快了个体向 Pareto

前沿推进的速度；此外，MODMO 加入的支配解动态

缩减进化策略对外部存档的维护方面具有优势，特

别在算法陷入局部最优时，支配解个体的加入将对

多目标潜在空间的搜索优势较为明显，使得最优解

集的分布性能极大提高。由实验结果可知，MODMO

在大部分双目标与三目标问题上均优于其他算法，

其原因在于 MODMO中的种群个体会根据领导者引

导机制改进后的土丘方向及外部存档中的领导者引

导以更新位置；同时，支配解动态缩减进化策略通过

挖掘 Pareto潜在区域[30]以探索更优的非劣解，使得外

部存档的质量显著提高，为下次种群进化产生优异

解提供了较大的帮助。根据文献[30]给出的 Pareto潜

在区域定义，即外部存档内相邻两个非支配解间分

割的超区域，而该策略的思想为外部存档加入的支

配解个体可能向拥挤距离较大且相邻两个非支配解

间的区域进化以产生更优秀的新解，进而对外部存

档更新维护。各算法在双目标问题部分函数的近似

前沿如图 6、图 7所示。例如，6种算法在非连续多个

Pareto 前沿面的 WFG2 函数上获得的 Pareto 前端分

布，如图 7所示。MODMO 在真实 Pareto前沿面的收

敛与分布效果均最佳，虽然 MOJS 的分布性能可接

表 5 各算法在双目标问题上 GD

指标的 Wilcoxon检验

Table 5 Wilcoxon test of GD index for each

algorithm on bi-objective problems

函数

ZDT1

ZDT2

ZDT3

ZDT4

ZDT6

DTLZ1

DTLZ2

DTLZ3

DTLZ4

DTLZ5

DTLZ6

DTLZ7

WFG1

WFG2

WFG3

WFG4

WFG5

WFG6

WFG7

WFG8

MODMO

vs

MOAGDE

3.02E-11

3.02E-11

3.02E-11

3.02E-11

3.02E-11

3.02E-11

3.02E-11

3.02E-11

3.02E-11

3.02E-11

3.02E-11

3.02E-11

3.02E-11

3.02E-11

3.02E-11

3.02E-11

3.02E-11

3.02E-11

3.02E-11

3.02E-11

MODMO

vs

MOJS

1.33E-10

3.02E-11

3.02E-11

6.52E-09

3.16E-10

6.53E-07

3.35E-08

5.46E-09

6.53E-08

4.18E-09

2.51E-02

3.02E-11

3.02E-11

8.99E-11

3.02E-11

3.02E-11

3.40E-01

2.05E-03

3.02E-11

1.21E-10

MODMO

vs

SPEA2

3.02E-11

3.02E-11

3.02E-11

3.50E-09

3.02E-11

3.02E-11

3.47E-10

5.27E-05

1.78E-04

3.02E-11

5.46E-09

3.02E-11

5.87E-04

4.42E-06

3.02E-11

1.55E-09

3.02E-11

3.02E-11

3.02E-11

1.08E-02

MODMO

vs

MOPSO

3.02E-11

3.02E-11

3.02E-11

7.12E-09

3.02E-11

3.02E-11

4.08E-11

3.02E-11

3.52E-07

9.92E-11

3.02E-11

3.02E-11

3.02E-11

3.02E-11

3.02E-11

3.02E-11

3.34E-11

3.02E-11

3.02E-11

9.83E-08

MODMO

vs

MOEA/D

3.02E-11

3.02E-11

3.02E-11

4.50E-11

3.16E-10

5.97E-09

3.02E-11

1.78E-10

4.80E-07

3.02E-11

3.02E-11

3.02E-11

3.02E-11

3.02E-11

3.02E-11

3.02E-11

3.02E-11

3.02E-11

3.02E-11

3.02E-11

表 6 各算法在三目标问题上 IGD

指标的 Wilcoxon检验

Table 6 Wilcoxon test of IGD index of

each algorithm on tri-objective problems

函数

WFG1

WFG2

WFG3

WFG4

WFG5

WFG6

WFG7

WFG8

MODMO

vs

MOAGDE

3.02E-11

3.02E-11

3.02E-11

3.02E-11

3.02E-11

3.02E-11

3.02E-11

3.02E-11

MODMO

vs

MOJS

9.26E-09

3.69E-11

3.02E-11

8.66E-05

2.02E-08

4.22E-04

3.16E-10

4.50E-11

MODMO

vs

SPEA2

1.17E-09

3.02E-11

1.44E-03

7.38E-10

3.02E-11

3.02E-11

3.69E-11

3.02E-11

MODMO

vs

MOPSO

3.02E-11

3.02E-11

4.31E-08

3.02E-11

3.02E-11

3.02E-11

3.02E-11

3.02E-11

MODMO

vs

MOEA/D

3.02E-11

3.02E-11

3.02E-11

3.02E-11

3.02E-11

3.02E-11

3.02E-11

3.02E-11
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图 6 各算法在双目标问题 ZDT1、DTLZ2函数的近似前沿

Fig.6 Approximation Pareto frontier obtained by each algorithm for bi-objective problems on ZDT1 and DTLZ2 functions
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图 7 各算法在双目标问题 WFG2、WFG3函数的近似前沿

Fig.7 Approximation Pareto frontier obtained by each algorithm for bi-objective problems on WFG2 and WFG3 functions
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受，但该算法获得的解距离真实 Pareto 前沿面较远，

其收敛性较差。由此表明，领导者引导机制与支配

解动态缩减进化策略有助于提升所提出算法的收敛

性能与分布性能。

3.3 收敛精度分析
为定性地比较各个算法求解 MOPs的直观效果，

图 6~图 8给出不同算法所获得的近似前沿结果。其

中，图 6、图 7 红色的点代表真实前沿，蓝色的点为各

个算法获得的近似前沿。图 8 红色的点代表各个算

法获得的近似前沿，蓝色的点为真实前沿。

选取凹、凸、非连续性测试函数与其他算法进行

比较，以验证 MODMO 算法在不同特征前沿的测试

函数上的竞争性优势。在 ZDT1函数上，结合表 1、表

2 中 GD、SP 指标统计，MODMO 求解的近似前沿在

真实 Pareto前沿取得较好效果，并相较于其他算法更

均匀分布。其中，MOAGDE、MOPSO、SPEA2、MOEA/D

算法的解集与真实 Pareto 前沿差距较大，MOJS 算法

分布不理想，且其部分解未收敛于真实 Pareto 前沿。

DTLZ2 是真实 Pareto 前沿为凸性的函数，MOAGDE

的解集与真实 Pareto 前沿距离较大，MOEA/D 与

SPEA2的多样性较差。在 WFG2函数上，MOPSO 在

空间中无序分布，MOAGDE、MOEA/D、SPEA2 在部

分 Pareto 前沿均匀分布，但整体求解效果均不够理

想，MOJS 在收敛性与分布性上次之，可获得的解集

均匀分布，但并未逼近到真实Pareto前沿，而MODMO

算法的分布性与收敛性上均能取得较好效果。相较

于其他算法，MODMO 算法求解 WFG3 函数获得的

Pareto前沿分布性与收敛性较好。图 8为各算法在三

目标问题的 DTLZ2 函数上获得的解集。由图可知，

MOAGDE算法收敛性并不突出，无法收敛到真实 Pa-

reto 前沿面上，MOJS 算法虽然在真实 Pareto 前沿面

上有解，但同时存在奇异解，其求解效果不佳。

MOPSO、SPEA2 算法的均匀性较差，并未均匀分布

于前沿面上。MOEA/D 算法无论在收敛性与分布性

上均优于上述算法，但与MODMO算法比较，MOEA/D

分布性较劣且获得的解集数目较少。由此可知，

MODMO 求解测试函数的收敛性与分布性效果较

好，表现出良好的求解性能。

图 9、图 10 展示 6 种算法在 ZDT、DTLZ、WFG 系

列函数的GD与 IGD性能指标盒图情况。由图 9结果

可示，结合表 1 中统计结果，MODMO 的 GD 均值和

标准差均最小，优于其他对比算法。在 WFG2 函数

上，MODMO 获得最小的均值与标准差，MOEA/D 算

法结果最差，表明对于拥有多个局部最优前沿面的

优化问题，MODMO 能获得较好收敛性，并具有很好

的鲁棒性。由图 10 可看出，MODMO 均能在函数上

获得最小的 IGD 均值与方差，获得结果比其他算法

分布更加集中，表明所提算法鲁棒性更强。

图 8 各算法在 DTLZ2函数获得的 Pareto前沿

Fig.8 Pareto frontiers obtained by each algorithm on DTLZ2 function
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3.4 收敛速度分析
为观察 MODMO 算法的收敛速度，设计双目标

ZDT、DTLZ、WFG 部分函数与三目标 DTLZ2组成测

试集合实验。由GD、IGD指标反映算法获得的Pareto

解集与真实 Pareto 前沿的距离，即收敛能力，因而通

过观察算法在迭代过程中 GD值的变化，可判断算法

收敛速度快慢。图 11为MODMO与对比算法在双目

标问题 GD 值以及三目标问题 IGD 值的变化趋势。

图 9 各个算法在双目标问题上的 GD 盒图

Fig.9 GD box graphs of each algorithm on bi-objective problems

图 10 各个算法在三目标问题上的 IGD 盒图

Fig.10 IGD box graphs of each algorithm on tri-objective problems
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从图 11可知MODMO的变化曲线在所有函数中下降

最快，最终所取得的值在大部分函数上最小，表明收

敛效果较优。对比算法在不同函数的迭代过程中波

动较大，而 MODMO 一直处于稳定收敛且始终处于

良好的寻优状态，其收敛速度明显优于对比算法。

对于 WFG2 函数，MOAGDE 与 MOEA/D 出现波折，

其他算法均能稳定收敛，而 MODMO 收敛速度显著

快于对比算法且在迭代终止时获得最小的 GD 值。

对于三目标 DTLZ2 函数，MODMO 前期仍然保持着

快速收敛，并在迭代前中期处于收敛状态，除MOEA/

D 之外的其余对比算法随着迭代增加均出现不同程

度的上升现象，虽MOEA/D在迭代后期的收敛效果与

MODMO 不相上下，但其收敛速度不及 MODMO。

由此可知，所提 MODMO算法具有更高的收敛速度，

能获得较稳定且优异的收敛性能。总体而言，MODMO

在兼顾收敛速度的同时保持着较强的寻优能力。

3.5 算法耗时
表 7 给出所有算法在 3 种函数上独立运行 30 次

的平均时间。MODMO 在每次选择支配解个体加

入外部存档时会进行非支配排序，进而总耗时比

MOAGDE、MOJS 算法略微长，但在其余对比算法

中，MODMO 的总时长仍可接受。因此，MODMO 算

法为维护最优解集的分布性与收敛性而出现总耗时

稍长的现象。

图 11 各算法的收敛速度变化趋势

Fig.11 Changing trend of convergence speed of each algorithm

表 7 独立 30次实验的平均运行时间

Table 7 Average running time of 30

independent experiments

问题

ZDT1

DTLZ2

WFG5

MODMO

6.50E+00

3.95E+00

6.40E+00

SPEA2

1.20E+01

1.73E+01

4.04E+01

MOPSO

8.80E+00

5.36E+01

1.34E+01

MOJS

2.34E+00

2.49E+00

2.27E+00

MOAGDE

7.17E-01

6.62E-01

7.02E-01

MOEA/D

3.34E+01

1.45E+01

1.34E+01
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3.6 MODMO 改进策略有效性验证
原本的 DMO 无优化多目标的能力，因而本文加

入非支配排序及拥挤距离是为赋予 DMO 搜索多目

标的能力。为验证 MODMO 中领导者引导机制、支

配解动态缩减进化策略的有效性，将未引入两种策

略的算法记为 DMO，仅引入领导者引导机制的算法

记为 MODMO-L，仅引入支配解动态缩减进化策略

的算法记为 MODMO-Z。利用上述的双目标、三目

标系列函数进行消融实验，其测试结果如表 8、表 9所

示，各策略的收敛效果如图 12 所示。实验测试均在

10 000次评估下验证改进策略的有效性。

由表 8可知，MODMO-L、MODMO-Z与MODMO

均显著优于DMO。对于三目标WFG函数，单独改进

策略及两策略融合的算法均比 DMO 的 SP 值优越。

由此表明，单独的领导者引导机制与支配解动态缩

减进化策略都可增强算法的分布性能及种群的多样

性。将两种策略相融合的MODMO算法在 20个双目

标函数上占优 18个，MODMO-L 在 DTLZ1上排名第

一，MODMO-Z 在 ZDT1 上表现最佳，这表明两改进

策略的融合均是有效的，其改进策略可进一步增强

算法的多样性能。如图 12 所示，对于凸性 Pareto 前

沿的ZDT6函数，MODMO-Z与MODMO收敛效果最

佳且分布均匀，MODMO- L 次之。 MODMO- L 较

DMO 获得足够优异的最优解，证明引入领导者引导

机制可使算法收敛到 Pareto前沿附近，领导者引导种

群进化保证了算法前期搜索范围的全局性，在算法

后期可加速个体向最优解集收敛，提高了解集收敛

精度，而 MODMO的分布效果更均匀，表明支配解的

加入能使算法向多目标潜在搜索空间探索，其最优

解集的分布性能更优；在三目标的 WFG8函数上，通

过与 MODMO 对比可知，MODMO-L 的收敛精度优

于 DMO，MODMO-Z 的分布性优于 DMO，MODMO

具有良好的表现，其所获得 Pareto前沿的收敛效果与

分布效果较好，说明两方法融合对增强算法的性能

具有较好结果。

鉴于两改进策略融合的 MODMO 的收敛精度和

分布均匀性都优于单一领导者引导机制和支配解动

态缩减进化策略与原算法 DMO。由此可得，将两种

策略进行耦合可有效增强算法的寻优能力。

3.7 领导者引导机制对全局与局部寻优的影响
图 13 与图 14 给出了仅采用领导者引导机制的

算法 MODMO-L，在每次迭代下种群所进行的全局

勘探与局部开发的百分比。通过显示领导者引导机

表 8 各算法在双目标问题的 SP值结果

Table 8 SP value of each algorithm on

bi-objective problems

函数

ZDT1

ZDT2

ZDT3

ZDT4

ZDT6

DTLZ1

DTLZ2

DTLZ3

DTLZ4

DTLZ5

DTLZ6

DTLZ7

WFG1

WFG2

WFG3

WFG4

WFG5

WFG6

WFG7

WFG8

+/-/=

指标

Mean

Std

Mean

Std

Mean

Std

Mean

Std

Mean

Std

Mean

Std

Mean

Std

Mean

Std

Mean

Std

Mean

Std

Mean

Std

Mean

Std

Mean

Std

Mean

Std

Mean

Std

Mean

Std

Mean

Std

Mean

Std

Mean

Std

Mean

Std

DMO

6.72E-01

5.15E-02

7.33E-01

1.12E-01

9.87E-01

1.30E-01

8.55E-01

1.23E-01

1.36E+00

2.23E-01

9.62E-01

1.39E-01

7.29E-01

4.61E-02

4.63E+00

5.02E+00

7.82E-01

9.90E-02

7.32E-01

4.64E-02

9.45E-01

6.81E-02

9.82E-01

8.26E-02

1.18E+00

6.68E-02

1.01E+00

4.10E-02

5.93E-01

4.35E-02

6.71E-01

3.78E-02

7.38E-01

4.45E-02

7.01E-01

4.27E-02

7.24E-01

4.03E-02

7.47E-01

5.46E-02

19/1/0

MODMO-L

1.41E-02

4.90E-03

1.53E-03

4.23E-03

1.49E-02

1.80E-02

1.77E-02

4.03E-02

1.10E-02

1.24E-02

4.03E-01

3.25E-01

1.76E-02

5.29E-03

4.45E+00

1.29E+01

5.31E-02

7.21E-02

1.70E-02

5.61E-03

2.22E-02

1.92E-02

4.92E-03

7.80E-03

1.07E-01

1.38E-01

4.45E-02

3.47E-02

4.06E-02

1.18E-02

6.45E-02

1.97E-02

4.36E-02

1.55E-02

5.24E-02

2.21E-02

5.82E-02

2.08E-02

7.03E-02

2.41E-02

18/2/0

MODMO-Z

1.15E-02

2.33E-03

1.06E-02

5.22E-03

6.87E-03

1.65E-02

1.48E-02

8.95E-03

5.34E-02

9.44E-02

1.67E+00

1.21E+00

1.57E-02

4.11E-03

7.76E+00

5.61E+00

7.80E-01

1.02E-01

1.64E-02

4.46E-03

1.29E-02

1.93E-03

6.20E-02

1.63E-01

4.25E-02

7.10E-02

9.67E-01

4.50E-02

5.92E-01

4.32E-02

6.20E-02

2.05E-02

7.40E-01

5.05E-02

5.15E-02

1.82E-02

5.40E-02

1.84E-02

7.44E-01

6.11E-02

18/2/0

MODMO

1.95E-02

7.36E-03

1.42E-06

1.66E-06

4.30E-03

1.89E-03

8.83E-03

2.57E-02

1.09E-02

1.41E-02

2.56E+00

4.76E+00

1.56E-02

4.15E-03

1.54E+00

1.59E+01

5.25E-02

4.24E-02

1.61E-02

4.38E-03

1.19E-02

2.09E-03

2.46E-03

4.18E-03

3.22E-02

1.02E-02

4.32E-02

1.79E-02

3.69E-02

7.67E-03

6.11E-02

1.80E-02

3.63E-02

1.10E-02

5.11E-02

2.10E-02

5.33E-02

1.52E-02

5.61E-02

1.52E-02
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制在搜索空间中勘探和开发比率，以此探讨领导者

引导机制对全局勘探与局部开发的寻优能力 [31]。在

迭代初期，该机制全局勘探的百分比较高，这表明领

导者引导机制有效地使算法在初期进行全局勘探，

随着迭代次数的增加，由勘探阶段逐渐转化为局部

开发，因而全局勘探百分比在整个迭代过程中呈逐

渐下降趋势，局部开发百分比逐渐升高；在迭代后

期，算法主要以局部开发为主，其开发比率较大。全

局勘探与局部开发比率呈交换状态，这缘于领导者

引导机制中领导者带领个体朝 Pareto 前沿推进且动

态权衡因子对迭代初期的全局探索与迭代后期的局

部开发起着重要作用。如WFG5函数上，算法初期的

全局勘探百分比高，这使其算法充分勘探搜索空间，

进入后期算法的局部开发能力增强，表明领导者机

制在整个迭代过程使算法在勘探与开发之间保持着

平衡，具有提高种群多样性的作用。因此，领导者引

导机制能有效平衡算法全局勘探与局部开发，从而

提高算法的寻优能力。

表 9 各算法在三目标问题的 SP值结果

Table 9 SP value of each algorithm

on tri-objective problems

问题

WFG1

WFG2

WFG3

WFG4

WFG5

WFG6

WFG7

WFG8

+/-/=

指标

Mean

Std

Mean

Std

Mean

Std

Mean

Std

Mean

Std

Mean

Std

Mean

Std

Mean

Std

DMO

1.45E-01

1.51E-03

3.06E-02

6.76E-03

1.31E-01

4.55E-03

3.81E-02

2.26E-03

2.96E-02

1.13E-03

4.45E-02

2.23E-03

4.64E-02

2.31E-03

5.53E-02

1.98E-03

8/0/0

MODMO-L

4.47E-02

9.28E-04

9.67E-03

1.94E-03

2.87E-03

3.74E-03

8.58E-03

2.65E-04

9.22E-03

5.35E-04

9.03E-02

5.78E-04

9.09E-03

4.15E-04

1.40E-02

7.06E-04

7/0/1

MODMO-Z

4.41E-02

8.59E-04

3.02E-02

6.26E-03

1.11E-01

7.21E-03

1.09E-02

7.66E-04

8.17E-03

6.61E-04

1.32E-02

7.23E-04

1.35E-02

7.15E-04

1.74E-02

1.18E-03

8/0/0

MODMO

3.97E-02

6.95E-04

8.95E-03

1.98E-03

8.85E-02

3.48E-03

8.46E-03

2.72E-04

7.50E-03

3.06E-04

1.24E-02

8.26E-04

8.92E-03

4.33E-04

1.40E-02

6.95E-04

图 12 各策略获得的 Pareto前沿

Fig.12 Pareto frontiers obtained by each strategy
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3.8 领导者引导机制对算法的影响
将仅含领导者引导机制 MODMO-L、赋予多目

标能力的 DMO、仅含支配解动态缩减进化策略

MODMO-Z及融合两改进策略 MODMO 的勘探与开

发比率进行对比，以分析领导者引导机制是否对算

法的勘探与开发占据主导作用。如图 15所示，DMO

在最终迭代下获得的勘探与开发比率效果最差，而

两改进策略的比率均优于 DMO，表明两改进策略平

衡算法的勘探与开发均显著有效。MODMO 相较于

MODMO-L、MODMO-Z，其勘探与开发比率最高，即

最终获得的开发百分比趋近于 1。MODMO-L 与

MODMO-Z的百分比进行对比可知，MODMO-L在初

始迭代的全局勘探百分比更优，最终迭代的局部开发

百分比均高于MODMO-Z，表明领导者引导机制平衡

算法勘探与开发的能力更强。综上可知，两改进策略

融合能有效提高算法平衡勘探与局部开发能力，结合

3.7节分析可得领导者引导机制对算法起着主导作用。

由上述分析可知，领导者引导机制平衡算法的

勘探与开发起着主导作用，即勘探阶段，土丘方向的

不同使种群个体进化方向不同，且动态权衡因子步

长较大，种群个体在领导者的引导下有助于提高种

群多样性；在开发阶段，该机制的动态权衡因子步长

较小，进而在极小领域附近搜索以期获得更优解。

由于每次迭代的勘探与开发比率可作为算法获得解

的多样性度量，因而将通过各策略的勘探与开发比

率以分析领导者引导机制对种群多样性的提升作

用。如图 15 中的三目标 DTLZ1 函数，原始 DMO 前

期全局百分比较差且后期开发百分比较低，而单独

加入领导者引导机制的 MODMO-L前期获得较高的

勘探百分比，后期开发百分比较高，反映了领导者引

导机制对提升算法种群多样性具有较好的效果。由

此可知，该机制对勘探阶段与开发阶段搜索范围的

变化以及迭代过程中种群个体进化方向的不同，能

有效增强算法的种群多样性。

图 13 双目标问题全局与局部百分比

Fig.13 Global and local survey percentage of bi-objective problems

图 14 三目标问题全局与局部百分比

Fig.14 Global and local survey percentage of tri-objective problems
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4 结束语
为增加多目标优化问题的求解思路，在 DMO 的

基础上提出一种基于领导者引导与支配解动态缩减

进化的多目标矮猫鼬优化算法（MODMO）。领导者

引导机制是根据侦察猫鼬在搜索空间开发的特点并

利用外部存档解个体信息而被改进提出，以增强算

法收敛性能。支配解动态缩减进化策略是基于外部

存档非劣解的剔除与支配解的加入而被构建，以维

护算法的多样性能。在双目标/三目标的ZDT、DTLZ

与 WFG 系列基准测试函数上，与 MOPSO、SPEA2、

MOJS、MOAGDE、MOEA/D 算法进行对比分析，实

验结果表明，MODMO 算法整体上优于 5 种对比算

法，即MODMO算法相对于其他 5种算法更能逼近真

实 Pareto前沿并提供较好的解决方案，表现出较优性

能，可作为解决 MOPs 的信赖替代方法。未来工作

中，MODMO 算法可用于解决现实中具有挑战的多

目标问题，例如流体动力学方面等，还可用于机器学

习如特征选择、参数优化等。
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