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摘 要：作为处理不确定性问题的有效工具，三支决策已被广泛应用于冲突分析研究中。然而，现有的三支冲

突分析模型大多基于单一类型的冲突信息系统，难以应对实际应用中代理对议题具有多类型评价值和缺失值

的情况。同时，已有联盟集的定义通常基于给定代理，即联盟集中的代理与给定代理具有联盟关系，但不一定

两两联盟。为了解决这些问题，构建了基于不完备异构冲突信息系统的三支冲突分析模型，并提出了代理两

两相关的极大一致联盟区间集族的定义及其构造算法。首先，通过定义代理不同类型评价值的支持度和反对

度，将对单个议题单维度多类型评价值的不完备异构冲突信息系统转化为双维度同类型评价值的二维模糊不

完备冲突信息系统。其次，通过定义代理之间的乐观与悲观距离函数，构造了基于代理的联盟、冲突、中立区

间集。最后，定义了极大一致联盟区间集族，并利用极大团的枚举算法获取极大一致联盟区间集族。
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当不同代理在某些议题上持不同态度或评价

时，就会导致冲突问题。为了探究和解决冲突问题，

Pawlak[1-2]提出基于粗糙集的冲突分析模型，并定义具

有支持、反对、中立评价的三值信息系统。基于三值

信息系统，不同的冲突分析模型被广泛研究 [3-6]。由

于冲突分析模型中涉及代理集、代理关系、议题集的

划分，自然将冲突分析与三支决策的思想联系起来，由

此引出三支冲突分析模型的相关研究 [7-14]。Lang 等 [7]

基于决策粗糙集和三支决策，提出了三支冲突分析

概率模型。Fan等[8]基于形式概念分析建立了三支冲

突分析的定量模型。Sun等[9]基于双论域，通过上、下

近似集研究代理集和议题集的三分，并提出了共识

中立策略和共识分歧策略。Sun 等 [10]基于双论域的

概率粗糙集模型，提出了一种改进的三支冲突分析

模型。Yao[11]重构和拓展了 Pawlak 冲突分析模型，定

义了更为通用的三支冲突分析模型。Zhi 等 [13]基于

三支概念格讨论了一票否决下的冲突分析。智慧来

等[14]对冲突分析的理论、方法和现有问题进行了总结

和梳理。

在实际应用中，代理可能无法对议题给出精确

的评价值，从而出现不确定性信息。为了解决此类

问题，一些学者已经探讨了模糊信息系统和不完备

信息系统的三支冲突分析模型 [15-27]。基于模糊信息

系统，Lang 等 [15]将支持、反对、中立的评价值扩展到

毕达哥拉斯模糊数，建立了基于毕达哥拉斯模糊集

的三支冲突分析模型；Li等[16]构建了基于三角模糊集

的三支冲突分析模型；Yi等[17]基于犹豫模糊信息系统

研究三支冲突分析模型；Bashir等 [18]将三值推广到多

值信息系统，探究了模糊三支冲突分析模型；Yang等[22]

在涵盖了常见模糊评价值类型的混合态势信息系统

中构建三支冲突分析模型；Zhi 等 [24]基于模糊形式背

景提出了多层次冲突分析模型。针对不完备信息系

统，Suo 等 [25]分别基于不完备信息系统、不完备多值

信息系统、不完备区间值信息系统，构建了三支冲突

分析模型。杨文听等 [26]研究了缺失值的可能取值集

合，通过定义代理之间的相似度，探究了不完备信息

系统中的三支冲突分析模型。

联盟集是由具有相似评价和利益的代理组成，

通过形成联盟集，代理可以合作解决冲突问题。已

有的联盟集定义大多是基于一个给定代理，即，一个

给定代理的联盟集中的代理都与该代理具有联盟关

系，但是联盟集内的代理之间可能并不两两联盟。

为了解决该问题，一些文献提出了极大一致联盟集[16,27]

的概念，即，联盟集中任意两个代理都满足联盟关系。

然而，现有的三支冲突分析模型中缺乏考虑代

理对同一或不同议题具有不同类型评价值的异构信

息系统。同时，在处理缺失值时，已有的文献常常忽

略了其所有可能取值，从而导致部分有用信息丢

失。此外，现有极大一致联盟集的定义仅适用于三

值信息系统，并缺乏相应的算法研究。因此本文基

于不完备异构冲突信息系统构建三支冲突分析模型，

并提出极大一致联盟区间集族的定义及构造算法。

本文研究成果包括：（1）基于不完备异构信息系

统构建三支冲突分析模型。具体地，将不完备异构

conflict information systems, which fail to address the challenges of practical situations where agents may have

missing or multiple types of ratings. Furthermore, the existing definitions of alliance sets are typically based on a

given agent. Particularly, agents in an alliance set are allied to the given agent, but they are not necessarily allied

with each other. To address these issues, this paper proposes a three-way conflict analysis model in an incomplete

heterogeneous conflict information system. Additionally, this paper presents the definition and algorithm of a family

of maximal consistent alliance interval sets, where agents are allied with each other. Firstly, the incomplete heteroge-

neous conflict information system with single-dimensional multi-type ratings is transformed into a two-dimensional

fuzzy incomplete conflict information system with two-dimensional single-type ratings. This is achieved by defining

the support and opposition degrees for different rating types of agents. Secondly, the agent-based alliance, conflict,

and neutral interval sets using optimistic and pessimistic distance functions between agents are defined. Finally, a

family of maximal consistent alliance interval sets is defined and obtained by adopting the algorithm of maximal

clique enumeration.

Key words: three-way decision; conflict analysis; incomplete heterogeneous information system; maximal clique;

family of maximal consistent alliance interval sets
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冲突信息系统转化为二维模糊不完备冲突信息系

统，并通过定义代理之间的乐观与悲观距离函数，构

造基于代理的联盟、冲突、中立区间集。（2）基于不完

备异构信息系统提出极大一致联盟区间集族的定义

及构造算法。具体地，基于乐观与悲观联盟关系，定

义代理两两联盟的极大一致联盟区间集族，并利用

枚举极大团的算法获取极大一致联盟区间集族。

1 相关工作
为了研究和解决冲突问题，Pawlak[1-2]基于粗糙集

理论提出了冲突分析模型，并通过三值信息系统描

述代理对议题的支持、中立、否定评价。

定义 1[2] 设四元组 S =(A, I,VT , r) 为三值信息系

统，A 是有限非空代理集，I 是有限非空议题集，

VT ={+1, -1,0}是代理对议题的评价值集合，r:A × I→ V
是冲突评价函数。若 r(x, i) = +1，则表示代理 x 对议

题 i评价为支持；若 r(x, i) = -1，则 x 对 i的评价是反

对；若 r(x, i) = 0，则 x对 i的评价是中立。

为了探究代理之间的关系，Pawlak 进一步引出

辅助函数的定义，用于描述代理之间基于单个议题

的联盟、冲突、中立关系。

定义 2[2] 设 S =(A, I,VT , r)为三值信息系统，基于

单个议题 i ∈ I 的辅助函数 Φi:A × I→ { }+1, -1,0 定义

如下：对于任意的代理 x,y ∈ A，

Φi(x,y) =
ì

í

î

ïï

ïï

+1, r(x, i) ⋅ r(y, i) = 1∨x = y

0, r(x, i) ⋅ r(y, i) = 0∧ x ≠ y

-1, r(x, i) ⋅ r(y, i) = -1

（1）

对两个不同的代理 x 和 y ，当 Φi(x,y) = +1时，x

与 y 关于议题 i持有相同非中立的评价值，则 x与 y

关于议题 i为联盟关系；当 Φi(x,y) = -1时，x与 y 关

于议题 i持有相反评价值，则 x与 y 关于议题 i为冲

突关系；当 Φi(x,y) = 0时，x与 y 关于议题 i至少有一

个持中立评价（即它们关于议题 i既不具有相同非中

立评价也不具有相反评价），则 x与 y 关于议题 i为

中立关系。此外，若 x和 y 为同一代理，则 x与 y 为

联盟关系。

基于上述辅助函数，Pawlak[2]引入代理之间基于

议题集的距离函数，用于描述关于议题集代理之间

的关系。

定义 3[2] 设 S =(A, I,VT , r)为三值信息系统，给定

议题子集 J⊆ I ，基于 J 的距离函数 disPJ ：A × A→[0,1]
定义如下：对于任意的代理 x,y ∈ A ,

disPJ (x,y) =
∑
i ∈ J

1 -Φi(x,y)2
||J||

（2）

其中，||J|| 表示议题集 J 的基数。

Yao[11]通过研究冲突的语义解释，改进了 Pawlak

的距离函数。

定义 4[11] 设 S =(A, I,VT , r)为三值信息系统，给定

议题子集 J⊆ I ，基于 J 的距离函数 disYJ ：A × A→[0,1]
定义如下：对于任意的代理 x,y ∈ A ,

disYJ (x,y) =
∑
i ∈ J

|r(x, i) - r(y, i)|
2

||J||
（3）

基于距离函数可将代理集三划分为：基于一个

给定代理的联盟集、冲突集和中立集。

定义 5[11] 设 S =(A, I,VT , r)为三值信息系统，给定

任一代理 x ∈ A，议题子集 J⊆ I ，代理关于 J 的距离

函数 disJ :A × A→[0,1]和一对阈值 α,β (0 ≤ α < β ≤ 1)。
基于代理 x的联盟集 ASJ (x)、冲突集 CSJ (x)和中立集

NSJ (x)分别定义如下：

ì

í

î

ïï

ïï

ASJ (x) ={y ∈ A|disJ (x,y)≤ α}

CSJ (x) ={y ∈ A|disJ (x,y) > β}

NSJ (x) ={y ∈ A|α < disJ (x,y)≤ β}

（4）

当 x与 y的距离小于等于 α时，y在 x的联盟集

中；当 x与 y的距离大于 β 时，y在 x的冲突集中；当

x 与 y 的距离介于 α 和 β 之间时，y 在 x 的中立集

中。距离函数 disJ 可使用任意特定距离函数，如

disPJ 、dis
Y
J 或其他距离函数。以上划分可以用代理之

间的关系等价定义。例如，设 RJ ⊆ A × A表示代理之

间的联盟关系，(x,y) ∈ RJ ⇔ disJ (x,y) ≤ α。由此，x的

联盟集又可等价地定义为：

ASJ (x) ={y ∈ A|(x,y) ∈ RJ} （5）

联盟关系 RJ 满足自反性和对称性，但不一定满

足传递性，即若 (x,y) ∈ RJ 且 (y, z) ∈ RJ ，不一定有 (x, z) ∈
RJ ，因此联盟集 ASJ (x)中的代理都与 x具有联盟关系

RJ ，但是 ASJ (x)中的任意两个代理可能并不具有联

盟关系。为了解决这个问题，一些文献基于极大相容

类[28]定义了两两相关的极大一致联盟集[16,27]。

定义 6[27] 设 S =(A, I,VT , r)为三值信息系统，当满

足以下两个条件时，代理子集 X⊆ A是关于议题子集

J⊆ I 的极大一致联盟集：

（1）∀x,y ∈ X,(x,y) ∈ RJ

（2）∀X′⊃ X,∃x,y ∈ X′((x,y) ∉ RJ)

1234
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所有基于议题子集 J 的极大一致联盟集构成的

集合族记为 MARJ 。

2 不完备异构冲突信息系统中的三支冲突分

析模型
在实际应用中，代理可能无法对议题给出精确

的支持、反对或中立评价。同时，代理对同一或不同

议题的评价值类型可能呈现多元化，并可能出现缺

失值。异构信息系统包含不同类型的信息，例如，布

尔值、实值、区间值、集值、毕达哥拉斯模糊数、三角

模糊数、梯形模糊数、犹豫模糊数等 [22]。本章在冲突

分析的背景下，仅针对含有三值、多值、区间值、犹豫

值评价的异构冲突信息系统进行讨论。比如，代理

对议题的评价值取自 [-1, +1]时，则该评价值为多值；

当代理对议题的评价值取自 [-1, +1]的子区间时，则

该评价值为区间值；当代理对议题的评价值取自多

个不同的介于 [-1, +1] 的值时，则该评价值为犹豫

值。当异构信息系统中包含缺失评价值时，称之为

不完备异构冲突信息系统，定义如下。

定义 7 设四元组 S =(A, I, V͂, r)为不完备异构冲突

信息系统，A是有限非空代理集，I 是有限非空议题

集，V͂ = ⋃{ }VT ,VM ,VI ,VH ,V* 是代理对议题的异构评价

值集合，r:A × I→ V͂ 是冲突评价函数。其中 VT ={+ 1,
-1,0} 是三值评价集合，VM =[-1, +1] 是多评价值集

合，VI ={[-v,v̄]|[-v,v̄] ⊆ [-1, +1]}是区间评价值集合，VH =
P([-1, +1])是犹豫模糊评价值集合，其中 P表示幂集，

V∗ ={∗}是缺失评价值集合。

不完备异构冲突信息系统中，不同代理对同一

或不同议题的评价值类型不同，因此不易于直接研

究代理之间的关系。针对不同类型的评价值，分别

定义支持度和反对度函数，综合不同类型的支持度

和反对度进而得到代理之间的距离。对任一代理

x ∈ A ，任 一 议 题 i ∈ I ，当 r(x, i) ∈ VT ，r(x, i) ∈ VI ，

r(x, i) ∈ VM ，r(x, i) ∈ VH ，或 r(x, i) ∈ V∗ 时，x关于 i持支持

评价的程度 deg+( )x, i ∈ [0,1]（简称为支持度）和持反

对评价的程度 deg-( )x, i ∈ [0,1]（简称为反对度）如表 1

所示，其中 |∙| 表示绝对值，||∙|| 表示集合的基数。表

1共包含以下 5种情况：

（1）代理 x对议题 i是三值评价，即 r(x, i) ∈ VT 或
r(x, i) ∈ {+1, -1,0}。当 r(x, i) = +1时，代理 x对议题 i的

支持度 deg+(x, i) = 1，反对度 deg-(x, i) = 0；当 r(x, i) = -1
时，代理 x 对议题 i 的支持度 deg+(x, i) = 0 ，反对度

deg-(x, i) = 1。
（2）代理 x对议题 i是多值评价，即 r(x, i) ∈ VM 或

r(x, i) ∈ [-1, +1]。当 r(x, i) > 0 时，x 对 i 的评价是趋向

于支持且不反对，因此支持度 deg+(x, i) = r(x, i)，反对

度 deg-(x, i) = 0 ；当 r(x, i) < 0 时，x 对 i 的评价是趋向

于反对且不支持，因此反对度 deg-( )x, i = |r(x, i)| ，支持

度 deg+(x, i) = 0；当 r(x, i) = 0时，x对 i的评价是中立，因

此支持度和反对度都为 0，即 deg+(x, i) = deg-(x, i) = 0。

（3）代理 x 对议题 i 是区间值评价，即 r(x, i) =
[-v,v̄] ∈ VI 。当 -v ≥ 0时，x对 i的评价是趋向于支持且

表 1 不完备异构冲突信息系统中代理 x 对议题 i 的支持度 deg+(x, i)和反对度 deg-(x, i)
Table 1 deg+(x, i) and deg-(x, i) of agent x with respect to issue i in

incomplete heterogeneous conflict information system

评价值类型

三值

多值

区间值

犹豫值

缺失值

表达式

r(x, i) ∈ VT

r(x, i) ∈ VM

r(x, i) = [-v,v̄] ∈ VI

r(x, i) = V + ⋃ V - ⋃ V 0 ∈ VH

r(x, i) = ∗

deg+(x, i)
{1， r(x, i) = +1
0， r(x, i) ≠ +1
ì
í
î

r(x, i), r(x, i) > 0
0, r(x, i) ≤ 0
ì

í

î

ï
ïï
ï

ï
ïï
ï

v̄ + -v2 , -v ≥ 0
v̄2∙ v̄
v̄ - -v

, -v < 0 ∧ v̄ > 0
0, v̄ ≤ 0
ì

í

î

ïï

ïï

∑
v ∈ V +
v

||V + ⋃ V - ⋃ V 0||
, V + ≠ ∅

0, V + = ∅
∗

deg-(x, i)
{1, r(x, i) = -1
0, r(x, i) ≠ -1
ì
í
î

|| r(x, i) , r(x, i) < 0
0, r(x, i) ≥ 0
ì

í

î

ï
ïï
ï

ï
ïï
ï

|v̄ + -v|2 , v̄ ≤ 0
|-v|2∙

|-v|
v̄ - -v

, -v < 0 ∧ v̄ > 0
0, -v ≥ 0
ì

í

î

ïï

ïï

∑
v ∈ V -

|v|

||V + ⋃ V - ⋃ V 0||
, V - ≠ ∅

0, V - = ∅
∗
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不反对，因此支持度取中值，即 deg+(x, i) = v̄ + -v2 ，反对

度 deg-(x, i) = 0 。当 v̄ ≤ 0 时，x 对 i的评价是趋向于

反对且不支持，因此反对度取中值的绝对值，即

deg-(x, i) = |v̄ + -v|2 ，支 持 度 deg+(x, i) = 0 。 当 -v < 0 且

v̄ > 0时，x对 i的评价既有反对意向又有支持意向。

分别考虑两个子区间：代表支持意向的支持区间 (0, v̄]
和代表反对意向的反对区间 [-v,0)。其中支持区间代

表的支持度为 v̄2 ，反对区间代表的反对度为
|-v|2 ，对

于整个区间 [-v,v̄]而言，支持区间的权重可表示为支

持区间占整个区间的比例，即 v̄
v̄ - -v

。同理，反对区间

的权重可表示为
|-v|
v̄ - -v

。因此，当 -v < 0且 v̄ > 0时，区

间 [-v,v̄]的支持度 deg+(x, i) = v̄2∙ v̄
v̄ - -v

，反对度 deg-(x, i) =
|-v|2∙

|-v|
v̄ - -v

。

（4）代理 x 对议题 i 是犹豫值评价，即 r(x, i) ∈ VH
或 r(x, i) ∈ P([-1, +1]) 。分别考虑 3 个集合：代表支

持意向的支持值集合 V + ={v ∈ r(x, i)|v > 0}，代表反对

意向的反对值集合 V - ={v ∈ r(x, i)|v < 0}，以及代表中立

意向的中立值集合 V 0 ={v ∈ r(x, i)|v = 0}。这 3 个集合

满足条件 r(x, i) = V + ⋃ V - ⋃ V 0 且两两相交为空，任一

集合都可为空集。当 V + ≠ ∅ 时，x 对 i的评价有支

持意向，因此支持度 deg+(x, i) =
∑
v ∈ V+
v

||V +||
∙ ||V +||
||V + ⋃ V - ⋃ V 0||

=
∑
v ∈ V+
v

||V + ⋃ V - ⋃ V 0||
，即支持意向的算术平均值

∑
v ∈ V+
v

||V +||
与其

所占比例
||V +||

||V + ⋃ V - ⋃ V 0||
的乘积；当 V + = ∅ 时，x对 i

的评价无支持意向，则支持度 deg+(x, i) = 0；当 V - ≠ ∅
时 ，x 对 i 的 评 价 有 反 对 意 向 ，因 此 反 对 度

deg-(x, i) =
∑
v ∈ V -

|v|

||V -||
∙ ||V -||
||V + ⋃ V - ⋃ V 0||

=
∑
v ∈ V -

|v|

||V + ⋃ V - ⋃ V 0||
，即反

对意向的非负算术平均值
∑
v ∈ V -

|v|

||V -||
与其所占比例

||V -||
||V + ⋃ V - ⋃ V 0||

的乘积；当 V - = ∅ 时，x对 i的评价无

反对意向，反对度 deg-(x, i) = 0。

（5）代理 x对议题 i为缺失值评价，即 r(x, i) = ∗。

则 x对 i的评价是未知的，因此 deg+(x, i) = deg-(x, i) = ∗，

其中 ∗代表未知值。

在讨论区间值评价和犹豫值评价时，采用了相

似的方式定义支持度和反对度，即用支持或反对评

价子集或子区间的平均值乘以其权重作为支持或反

对度。实际上，相同的定义方式可推广到除缺失值

外的其他情况，由此，可以得到统一形式的定义。首

先，将代理 x 对议题 i 的评价 r(x, i) 表示为一个集

合。其次，将集合 r(x, i) 划分为三个子集 V + 、V - 、

V 0 。当 V + ≠ ∅ 时，V + 代表的支持度为它所包含的评

价值的算术平均值（若 V + 为有限集）或中值（若 V + 为

区间），记为 ave(V +)，其权重为 V + 在整个集合 r(x, i)中
所占的比例，记为 w(V +)。当 V + 为有限集时，w(V +) =
V +

r(x, i) ；当 V + 为区间时，w(V +)为 V + 的区间长度占总区

间 [-v,v̄] 的 比 例 ，即 v̄
v̄ - -v

。 因 此 r(x, i) 的 支 持 度

deg+(x, i) = ave(V +)∙w(V +)。当 V + = ∅ 时，r(x, i)的支持度

为 0。同理可定义 r(x, i)所代表的反对度。由此，得

到以下统一定义。

定义 8 设 S͂ =(A, I, V͂, r)为不完备异构冲突信息系

统，给定任一代理 x ∈ A和任一议题 i ∈ I ，当 r(x, i) ≠ ∗
时，设 r(x, i) = V + ⋃ V - ⋃ V 0 ，其中 V + = {v ∈ r(x, i)|v > 0} ，
V - ={v ∈ r(x, i)|v < 0}，V 0 ={v ∈ r(x, i)|v = 0}，则 x关于 i的

支持度 deg+(x, i) ∈ [0,1]⋃{∗}和反对度 deg-(x, i) ∈ [0,1]⋃{∗}
分别定义如下：

deg+(x, i) =
ì

í

î

ïï

ïï

ave(V +) ⋅ w(V +), r(x, i) ≠ ∗∧V + ≠ ∅
0, r(x, i) ≠ ∗∧V + = ∅
∗, r(x, i) = ∗

（6a）

deg-(x, i)=
ì

í

î

ïï

ïï

ave(V -) ⋅ w(V -), r(x, i) ≠ ∗∧V - ≠ ∅
0, r(x, i) ≠ ∗∧V - = ∅
∗, r(x, i) = ∗

（6b）

定义 8 将代理关于单个议题的单维度不同类型

的评价值，转化为代理关于议题的支持度和反对度

的双维度同一类型评价值，以便于研究代理之间的

距离。基于定义 8，将不完备异构冲突信息系统转化

为二维模糊不完备冲突信息系统。

定义 9 设四元组 S̈ =(A, I, V̈,deg)是二维模糊不完

备冲突信息系统，A是有限非空代理集，I 是有限非

空议题集，V̈ =[0,1]⋃{∗}是支持度和反对度的值域,

deg: A × I→ V̈ × V̈ 是由支持度（ deg+: A × I→ V̈）和反

对度（deg-: A × I→ V̈）构成的二维评价函数。对于任

一代理 x ∈ A和任一议题 i ∈ I ，x对 i的二维评价值为
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deg(x, i) = (deg+(x, i),deg-(x, i))。
二维模糊不完备冲突信息系统中，任一代理 x关

于任一议题 i都有相同值域 V̈ =[0,1]⋃{∗}的二维评价

值 deg(x, i) = (deg+(x, i),deg-(x, i))。因此，基于二维模糊

不完备冲突信息系统，定义代理之间关于议题的距

离为代理之间支持度距离和反对度距离的算术平均

值。虽然集合 V̈ 中包含的缺失值 ∗与其他非缺失值

之间的距离不明确，但其可能距离取值区间为 [0,1]，
即缺失值 ∗与其他非缺失值之间的距离最大为 1（悲

观），最小为 0（乐观）。由此，分别从乐观和悲观角度

定义代理之间关于议题的距离。

定义 10 设四元组 S̈ =(A, I, V̈,deg)是二维模糊不

完备冲突信息系统，代理之间关于给定议题 i ∈ I 的
乐观距离函数 disOi : A × A→[0,1] 和悲观距离函数

disPi : A × A→[0,1]分别定义如下：对于任意的 x,y ∈ A，

disOi (x,y)=
ì

í

î

ï
ï

ï
ï

|deg+(x, i) - deg+(y, i)| + |deg-(x, i) - deg-(y, i)|
2 ,

r(x, i) ≠ ∗∧r(y, i) ≠ ∗
0, r(x, i) = ∗∨r(y, i) = ∗∨x = y

（7a）

disPi (x,y) =

ì

í

î

ï

ïï
ï

ï

ïï
ï

|deg+(x, i) - deg+(y, i)| + |deg-(x, i) - deg-(y, i)|
2 ,

r(x, i) ≠ ∗∧r(y, i) ≠ ∗
1, r(x, i) = ∗∨r(y, i) = ∗
0, x = y

（7b）

定义 10中，当 r(x, i) ≠ ∗且 r(y, i) ≠ ∗时，x与 y之间

关于 i的距离为 x与 y 之间的支持度距离 |deg+(x, i) -
deg+(y, i)| 和反对度距离 |deg-(x, i)- deg-(y, i)| 的算术平

均值。当 r(x, i) = ∗或 r(y, i) = ∗时，从乐观的角度定义

x与 y 之间的距离为 0，从悲观的角度定义 x与 y 之

间的距离为 1。当缺失值被填补完整后，实际距离

disi(x,y) 介 于 乐 观 距 离 与 悲 观 距 离 之 间 ，即 0 ≤
disOi (x,y)≤ disi(x,y)≤ disPi (x,y)≤ 1。

代理之间关于议题子集 J⊆ I 的乐观和悲观距离

函数分别定义为代理之间关于 J 中所有单个议题的

乐观和悲观距离函数值的算术平均，即，对于任意的

x,y ∈ A，

ì

í

î

ï
ïï
ï

ï
ïï
ï

disOJ (x,y) =
∑
i ∈ J
disOi (x,y)

|J|

disPJ (x,y) =
∑
i ∈ J
disPi (x,y)

|J|

（8）

代理之间关于议题子集 J 的乐观和悲观距离函

数满足条件 0 ≤ disOJ (x,y) ≤ disPJ (x,y) ≤ 1。基于上述悲

观与乐观距离函数，定义基于一个给定代理的联盟、

冲突和中立区间集。区间集可看作区间数在集合上

的推广[29]。区间 N 可由下界 N l 和上界 Nu 定义，其包

含上下界及所有介于两者之间的集合，即：

N = [N l,Nu] ={N ∈ 2U |N l ⊆ N⊆ Nu} （9）

其中，U 为任一给定全集。基于给定代理的联盟区

间集、冲突区间集和中立区间集定义如下。

定义 11 设四元组 S̈ =(A, I, V̈,deg)是二维模糊不

完备冲突信息系统。给定任一代理 x ∈ A，议题子集

J⊆ I ，代理关于 J 的乐观距离 disOJ 与悲观距离 disPJ 和

一对阈值 α,β (0 ≤ α < β ≤ 1)。代理 x 关于 J 的联盟

区间集 AS J (x) 、冲突区间集 CS J (x) 和中立区间集

NS J (x)分别定义如下：

ì

í

î

ï

ï

ï

ï
ïï
ï

ï

ï

ï

ï

ï

ï

ï
ïï
ï

ï

ï

ï

AS J (x) = [ASPJ (x),ASOJ (x)] =
[{y ∈ A|disPJ (x,y) ≤ α},{y ∈ A|disOJ (x,y) ≤ α}]

CS J (x) = [CSOJ (x),CSPJ (x)] =
[{y ∈ A|disOJ (x,y) > β},{y ∈ A|disPJ (x,y) > β}]

NS J (x) = [NSOPJ (x),NSPOJ (x)] =
[(ASOJ (x)⋃ CSPJ (x))c,(ASPJ (x)⋃ CSOJ (x))c] =
[{y ∈ A|disOJ (x,y) > α ∧ disPJ (x,y) ≤ β},
{y ∈ A|disPJ (x,y) > α ∧ disOJ (x,y) ≤ β}]

（10）

二维模糊不完备冲突信息系统中缺失值的存在

使得无法精确描述联盟集、冲突集和中立集。因此，

定义 11 用区间集表示联盟集、冲突集和中立集的这

种不确定性，并用上界和下界描述它们的取值范

围。其中，下界包含一定在相应集合中的代理，上界

包含可能在相应集合中的代理。上下界之间的差集

代表了由缺失值导致的不确定性。在定义 x的联盟

区间集 AS J (x)时，其下界包含与 x 有确定联盟关系

的代理，即在悲观距离函数的测评下，与 x足够近的

代理。因此，AS J (x)下界的条件为 disPJ (x,y)≤ α 。同

理，AS J (x)的上界包含与 x可能有联盟关系的代理，

即在乐观距离函数的评测下，与 x足够近的代理。因

此，AS J (x)上界的条件为 disOJ (x,y)≤ α。同理，可解释

冲突区间集和中立区间集的条件。定义 11中的联盟

区间集、冲突区间集和中立区间集两两相交可能不

为空。

下面通过一个例子来说明以上讨论。

例1 表2为不完备异构冲突信息系统 S͂ =(A, I, V͂, r)，
其 中 A ={x1, x2, x3, x4, x5, x6} ，令 J = I ={i1, i2, i3, i4, i5} 。

由 定 义 8 得 到 二 维 模 糊 不 完 备 冲 突 信 息 系 统
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S̈ =(A, I, V̈,deg)，如表 3 所示。由式（8）可得代理之间

关于 J 的乐观距离与悲观距离分别如表 4 和表 5 所

示。给定阈值 α = 0.37和 β = 0.6 ，由定义 11 得到关

于 J 的联盟区间集、冲突区间集、中立区间集：

AS J (x1) = [{x1},{x1,x6}]
CS J (x1) = [{x5},{x2,x3,x4,x5}]
NS J (x1) = [∅ ,{x2,x3,x4,x6}]
AS J (x2) = [{x2,x5},{x2,x3,x4,x5}]
CS J (x2) = [∅ ,{x1,x6}]
NS J (x2) = [∅ ,{x1,x3,x4,x6}]
AS J (x3) = [{x3,x5},{x2,x3,x4,x5,x6}]
CS J (x3) = [∅ ,{x1}]
NS J (x3) = [∅ ,{x1,x2,x4,x6}]
AS J (x4) = [{x4,x5},{x2,x3,x4,x5,x6}]
CS J (x4) = [∅ ,{x1,x6}]
NS J (x4) = [∅ ,{x1,x2,x3,x6}]
AS J (x5) = [{x2,x3,x4,x5},{x2,x3,x4,x5,x6}]
CS J (x5) = [{x1},{x1}] ={x1}
NS J (x5) = [∅ ,{x6}]
AS J (x6) = [{x6},{x1,x3,x4,x5,x6}]
CS J (x6) = [∅ ,{x2,x4}]
NS J (x6) = [∅ ,{x1,x2,x3,x4,x5}]

3 不完备异构冲突信息系统中基于极大团的

极大一致联盟区间集
在上述讨论中，将不完备异构冲突信息系统转

化为二维模糊不完备冲突信息系统，并定义联盟区

间集、冲突区间集和中立区间集来描述代理之间的

关系。本章进一步探究极大一致联盟区间集族，并

利用枚举极大团的 Bron-Kerbosch-Degeneracy算法[30]

（简称BKD算法）获取极大一致联盟区间集族。

定义 11 中的上下界可通过联盟关系等价定义。

表 4 代理之间关于议题集 J 的乐观距离 disOJ
Table 4 Optimistic distance disOJ between

agents with respect to J

A

x1
x2
x3
x4
x5
x6

x1

0

0.57

0.58

0.42

0.62

0.30

x2

0.57

0

0.21

0.16

0.17

0.38

x3

0.58

0.21

0

0.18

0.13

0.28

x4

0.42

0.16

0.18

0

0.13

0.26

x5

0.62

0.17

0.13

0.13

0

0.32

x6

0.30

0.38

0.28

0.26

0.32

0

表 5 代理之间关于议题集 J 的悲观距离 disPJ
Table 5 Pessimistic distance disPJ between

agents with respect to J

A

x1
x2
x3
x4
x5
x6

x1

0

0.97

0.78

0.82

0.82

0.50

x2

0.97

0

0.41

0.56

0.37

0.78

x3

0.78

0.41

0

0.38

0.13

0.48

x4

0.82

0.56

0.38

0

0.33

0.66

x5

0.82

0.37

0.13

0.33

0

0.52

x6

0.50

0.78

0.48

0.66

0.52

0

表 2 不完备异构冲突信息系统

Table 2 Incomplete heterogeneous conflict information system

A

x1
x2
x3
x4
x5
x6

I

i1

-1
+0.90

[+0.60, +0.80]
0

{+0.30, +0.80}
[-1, +1]

i2

∗
{-0.10,0, +0.10}

-0.80
[-0.94, -0.20]

-1
∗

i3
{-0.20, +0.60, +0.90}

∗
-1
-1
-0.80

[-0.90, -0.40]

i4

+1
-0.90
-0.80
∗

{-0.70， - 0.80， - 0.90}
[-0.20, +0.40]

i5
[+0.80， + 1]

-1
[-0.10, +0.10]

-0.90
{-0.70， - 0.80}

+0.85

表 3 二维模糊不完备冲突信息系统

Table 3 Two-dimensional fuzzy incomplete

conflict information system

A

x1
x2
x3
x4
x5
x6

I

i1
deg+

0

0.90

0.70

0

0.55

0.25

deg-

1.00

0

0

0

0

0.25

i2
deg+

∗
0.03

0

0

0

∗

deg-

∗
0.03

0.80

0.57

1.00

∗

i3
deg+

0.50

∗
0

0

0

0

deg-

0.07

∗
1.00

1.00

0.80

0.65

i4
deg+

1.00

0

0

∗
0

0.13

deg-

0

0.90

0.80

∗
0.80

0.03

i5
deg+

0.90

0

0.03

0

0

0.85

deg-

0

1.00

0.03

0.90

0.75

0
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根据定义 5 的讨论，y ∈ ASJ (x)⇔ (x,y) ∈ RJ 。因此，

AS J (x)的下界 ASPJ (x) ={y ∈ A|disPJ (x,y) ≤ α}可等价定义

为 ASPJ (x) ={y ∈ A|(x,y) ∈ RPJ}，其中 RPJ 表示由悲观距离

函数定义的悲观联盟关系，即 (x,y) ∈ RPJ ⇔ disPJ (x,y) ≤ α 。

同理，AS J (x)的上界 ASOJ (x) ={y ∈ A|disOJ (x,y)≤ α}可等

价定义为 ASOJ (x) ={y ∈ A|(x,y) ∈ ROJ}，其中 ROJ 表示由乐

观距离函数定义的乐观联盟关系，即 (x,y) ∈ ROJ ⇔
disOJ (x,y) ≤ α。 CS J (x)和 NS J (x)可类似定义。悲观联

盟关系 RPJ 和乐观联盟关系 ROJ 满足自反性和对称性，

但不一定满足传递性。为了得到两两相关的联盟

集，定义极大一致联盟区间集族如下。

定义 12 设 S̈ =(A, I, V̈,deg)是二维模糊不完备冲

突信息系统，给定悲观联盟关系 RPJ ={(x,y) ∈ A × A|
disPJ (x,y) ≤ α} 和 乐 观 联 盟 关 系 ROJ ={(x,y) ∈ A × A|
disOJ (x,y) ≤ α}。基于议题子集 J 的极大一致联盟集构

成的区间集族为：

MAJ =[MAOJ ,MAPJ ] （11）

由于缺失值的存在，极大一致联盟集族被定义

为一个区间集。其中 MAOJ 是基于乐观联盟关系 ROJ
的极大一致联盟集族（见定义 6），为极大一致联盟区

间集族的下界；MAPJ 是基于悲观联盟关系 RPJ 的极大

一致联盟集族（见定义 6），为极大一致联盟区间集族

的上界。

根据定义 10，二维模糊不完备冲突信息系统

S̈ =(A, I, V̈,deg)中的悲观联盟关系 RPJ 和乐观联盟关系

ROJ 满足自反性和对称性，但不一定满足传递性。可

通过有向关系图 G′ = (V′,E′)刻画代理之间的联盟关

系。其中，V′表示代理集的顶点集，E′表示联盟关

系的边集。由自反性可知，G′中每个顶点都有自

环。由对称性可知，每对不同顶点之间若有边，一定

有方向相反的两条边。根据这两个特点，当去掉每

个顶点的自环，并将方向相反的两条边简化为一条

无向边时，表示联盟关系的有向图 G′就简化为一个

无向简单图 G =(V,E)，其中 V = V′表示代理集的顶点

集，E 为简化后表示联盟关系的无向边集。由此，可

分别基于乐观联盟关系 ROJ 和悲观联盟关系 RPJ 构造

两个无向简单图 GRO = (V,ERO)和 GRP = (V,ERP)。根据定

义 12可知，二维模糊不完备冲突信息系统中，基于议

题子集 J 的极大一致联盟集族 MAJ =[MAOJ ,MAPJ ]，分
别基于定义 6计算基于乐观联盟关系 ROJ 的极大一致

联盟集族 MAOJ 和基于悲观联盟关系 RPJ 的极大一致

联盟集族 MAPJ 。根据定义 6可知，极大一致联盟集族

为所有极大一致联盟集构成的集合族，极大一致联

盟集中的代理两两具有联盟关系。对应到无向简单

图 G =(V,E)中，极大一致联盟集即为顶点两两相连的

极大完全子图的顶点集。因此，计算二维模糊不完

备冲突信息系统中极大一致联盟区间集族的问题就

转化为分别求 GRO = (V,ERO)和 GRP = (V,ERP)中所有极大

完全子图的顶点集，即求极大团的顶点集问题。

枚举极大团是图论中一个经典的 NP 难问题，已

有一些相对高效的算法 [30- 34]。Bron-Kerbosch 算法 [31]

（简称 BK 算法）是 Bron和 Kerbosch于 1973年提出的

枚举极大团算法。BK 算法采用回溯的方式进行搜

索，时间复杂度为 O(3||V||/3)，这里 ||V||表示图中顶点的

数量。该算法以一个空团开始，然后逐步将顶点添

加到当前团中，同时继续搜索新的团。在 BK 算法的

基础上，Tomita 等 [32]提出了 BK-Pivot 算法（简称 BKP

算法），BKP算法为了减少搜索空间,引入一个“枢轴”

顶点，然后在递归调用时只考虑该中心点的相邻顶

点集，显著减少了递归调用的次数，从而提高算法的

效率。BKP 算法的时间复杂度可达到 O(2||V||/3)，最坏

的情况下，时间复杂度仍然是 O(3||V||/3) 。BK 算法和

BKP 算法的时间复杂度中指数部分均与图中顶点的

数量相关，因此不适用于顶点数量较大的图。

Eppstein 等 [30]基于 BKP 算法提出了 BKD 算法，

该算法基于图中顶点的退化序（degeneracy order），通

过依次将每个顶点作为输入参数的初值分别调用

BKP 算法，以枚举出所有的极大团。对于一个简单

无向图 G =(V,E)，其起始退化度被定义为一给定最小

值 d ，使得 G 的每个非空子图都至少包括一个度数

不超过 d 的顶点。求解顶点的退化序类似于求解拓

扑序，即按顶点度数从小到大移除顶点并删除相应

的边。顶点退化序的求解可以使用优先队列实现。

首先，将所有顶点放入优先队列中，然后每次选择图

中度数最小的顶点，并将其相邻顶点的度数减 1，然

后重复上述步骤，直到队列为空。该算法的时间复

杂度为 O(d × ||V|| × 3d 3)。BKD 算法通过退化度高的

顶点作为中心点，减少了冗余递归调用，从而在稀疏

图上表现出良好的性能。由于不完备异构冲突信息

系统中构建的简化联盟关系图大多是稀疏图，本文

基于 BKD[30]算法分别枚举基于乐观联盟关系 ROJ 和

悲观联盟关系 RPJ 的无向简单图 GRO = (V,ERO)和 GRP =
(V,ERP)中的极大团，从而获取极大一致联盟区间集

族，具体见算法 1[30]。其中 G =(V,E)为简化后的联盟
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关系图( GRO = (V,ERO)或 GRP = (V,ERP) )；顶点 u的相邻顶

点集为 adj(u) = ASJ (u) -{u}；集合 R表示当前正在枚举

的团；集合 P 表示候选顶点集合，即仍然可以添加到

团中的顶点；集合 X 表示已经被排除的顶点集合，即

与当前团中的顶点不相邻的顶点。

算法 1 BKD算法

输入：无向简单图 G =(V,E)，其中 V 为顶点集，E为边集。

输出：图中所有的极大团 MC。

Function Bron-Kerbosch-Pivot (R,P,X) :
if 集合 P 为空且 X 也为空 then

将 R添加到结果集合 MC中

else

选择一个枢轴顶点 v ∈ P⋃ X
for u ∈ P\adj( )v

Bron-Kerbosch-Pivot (R⋃ u,P⋂ adj(u),X⋂ adj(u))
P← P\u
X← X⋃ u

end

对所有顶点按照退化序排序，得到 v1,v2,⋯,v||V||
for vi ∈ V

P←{vi + 1,vi + 2,⋯,v||V||}
R←{v1,v2,⋯,vi - 1}
Bron-Kerbosch-Pivot ({vi},P⋂ adj(vi),X⋂ adj(vi))

return MC

通过下面的例子来说明以上讨论。

例 2 根据例 1，分别构造基于悲观联盟关系

RPJ ={(x,y) ∈ A × A|disPJ (x,y) ≤ 0.37} 和 乐 观 联 盟 关 系

ROJ ={(x,y) ∈ A × A|disOJ (x,y) ≤ 0.37} 的两个无向简单图

GRP = (V,ERP) 和 GRO = (V,ERO) ，如图 1 和 2 所示。将图 1

和图 2 分别代入算法 1 可得到基于悲观联盟关系 RPJ
和基于乐观联盟关系 ROJ 的极大团，如图 3 和图 4 所

示。由此获得极大一致联盟区间集族：

MAJ =[MAOJ ,MAPJ ] = [{X 1
l ,X 2

l ,X 3
l },{X 1

u,X 2
u ,X 3

u ,X 4
u ,X 5

u}] 其中，X 1
l ={x1,x6},X 2

l ={x2,x3,x4,x5}, X 3
l ={x3,x4,x5,x6},X 1

u ={x1},
X 2
u ={x2,x5},X 3

u ={x3,x4}, X 4
u ={x3,x5},X 5

u ={x6}。

4 结束语
首先，在不完备异构冲突信息系统中，通过定义

不同类型评价值代表的支持度和反对度，将不完备

异构冲突信息系统转化为二维模糊不完备冲突信息

系统。其次，在二维模糊不完备冲突信息系统中，分

别定义代理之间的乐观与悲观距离函数，以构造基

于任一给定代理的联盟、冲突和中立区间集。最后，

定义代理两两相关的极大一致联盟区间集族，并利

图 1 基于悲观联盟关系的简化关系图 GRP = (V,ERP)

Fig.1 Simplified graph GRP = (V,ERP) based on

pessimistic alliance relations

图 2 基于乐观联盟关系的简化关系图 GRO = (V,ERO)

Fig.2 Simplified graph GRO = (V,ERO) based on

optimistic alliance relations

图 3 基于悲观联盟关系的极大团

Fig.3 Maximal cliques based on

pessimistic alliance relation

图 4 基于乐观联盟关系的极大团

Fig.4 Maximal cliques based on

optimistic alliance relation
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用极大团的计算方法提出其构造算法。

本文所讨论的不完备异构冲突信息系统仅限于

三值、多值、区间值、犹豫值和缺省值的情况，未来可

针对其他类型的异构信息拓展并构建新的三支冲突

分析模型。同时，本文并未对议题和代理的权重进

行讨论，这也是未来的一个研究方向。此外，本文仅

提出利用已有枚举极大团的算法获取极大一致联盟

区间集族，未来研究可讨论枚举极大团的优化算法，

以进一步提高获取极大一致联盟区间集族的效率。

最后，将进一步探索三支冲突分析模型在实际问题

中的应用，例如企业的冲突管理等。
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